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CAPITULO 1 


Números . Complexos 


1. Definição. Unr púmero complexo z pode ser definido como um par orde- 
nado (x,y) de números reais x e y, ` ` 


a) z = (2,4), 


sujeito às regras e leis de operação a serem especificadas abaixo. 
O par (x,0) é identificado com o. número real x: 


2: (0) =s 
Esta regra permite configurar os números reais como um subconjunto do conjunto 
dos números complexos. 

Convém dar um nome e um símbolo ao par (0,1). Este par será chamado uni- 
dade imaginária e indicado por'i? 


(0,1) =. 


Os números reais x e y são, respectivamente, a parte real e a parte imaginária de. 
(x,y), sendo indicados por 


Q(z) = 2, gs(z) = y. 
Um par do tipo (0, y) é um número imaginário puro. 

Uma outra regra à ser imposta a tais pares é que dois números complexos são 
iguais se, e somente se, as partes real e imaginária de um são iguais, respectivamente, 
às do outro. 

(3) (xy) = (tay) se, e somente se Z= T: e y1 = Yz 


Em particular, visto que O = (0,0), tem-se 


z = (zy) =0 se, e somente se x = 0 e y = 0. 


2 -- VARIÁVEIS COMPLEXAS E SUAS APLICAÇÕES 


Dois números complexos quaisquer 2, = (X1,)1) € Z2 = (%2, y2) têm a soma e 
o produto, denotados por 2, + Zz € 2,27, definidos como os números complexos da- 


dos pelas fórmulas: - N 
Doc atz = (ay) + (aya) = (21 + da, Y + Y2), 
(5) 2122 = (01,Yi)(22,Y2) = (2182 — YiYo, Tya + toy). 


- Em particular, tem-se (x,0) + (0,7) = (x,y) e (0,7) = (7,0) (0,1). Assim, cada nú- 
mero complexo, que não é real, pode ser escrito como soma de um número real e 
um número imaginário puro: 


(6) . z = (2,y) “EFE 


O dla zz se escreve Z°; z? significa 22? » etc. De acordo com a definição 


(5), tem-se (0,1)? = (-1,0), isto é, 


Em vista da equação (6), a fórmula (5) pode ser escrita 


(a+ yde + Ya) = z182 — uy + (maya + ayi. 


A expansão formal do produto no- primeiro membro, efetuada como se os binô- 
mios fossem reais, e a substituição de 1? por -1, dão o mesmo resultado. A definição 
(5) justifica esse procedimento formal. 

Os pares ordenados (1) de números reais que satisfazem às condições (2) a 
(5) são definidos como números complexos. . 


: 2. Propriedades Adicionais, Podem-se: definir várias outras operações sobre 
números. A operação de subtração é a inversa da adição, isto é, se a diferença 
21 -Z, se denota por Za, 

Z = Z= 2, 
então Z3 é o número complexo que deve ser somado a 2, para produzir z; : 
nta=a ou (xy) + (2340) = (21,41). 
` Em vista da definição (4), Sec. 1, da adição, tem-se 
(z1 + Za ya + Ya) = (21,410) 
e igualando-se as partes correspondentes, vé-se que 


La + T = Ti, Ya + Y =y 
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Resolvendo-se em relação a x3 e y3, obtém-se a lei da subtração: 
169) Zi — 2: = (21 — Ta, Y1 Y) = 21 — 22 + (Y — Ya). 


-A divisão é a inversa da multiplicação, isto é, 


Z =Z, Se 2% =2 (22 = 0), 
2 
ou (Lata — YYa, Las + Taya) = (21 Yi). 


A seguir, igualando as partes correspondentes e resolvendo as duas equações resul- 


-tantes em relagáo a X3 € y3, obtemos a lei da divisão: 


a a ye y ya rl La , 
a) ir ARO) 


É útil observar que esta mesma fórmula aparece numa maneira puramente manipu- 
lativa quando o numerador e o denominador no primeiro membro são ambos mul- 
tiplicados por xz - yzi. Š 

A divisão por zero não é definida. 

A partir das fórmulas para o quociente e o produto é fácil mostrar que 


aa, Ll 
8) Za = 21 Ses . Za (2) (5) (22 A 0, nx 0). 


As operações fundamentais são ilustradas no seguinte exemplo: 


(— 143901 42), io 
2-1 2-4 *“ 5 


As leis comutativas para a adição e a multiplicação, 


(49. . atoa=ota =, 


decorrem da definição de números complexos e do fato de que os números reais 


satisfazem a tais leis. Por exemplo, 


zı + zr = ti + ta do(a dai = a + 21 + (Ya di 
Sata 


A proya da segunda das leis comutativas (4) é deixada como exercício. De.acordo 
com esta lei, temos yi = iy, e doravante podemos escrever ou 


z=z+y o z= z + iy. 


As leis associativas para a adição e a multiplicação, 


+ 
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(5) 21 + (22 + 23) = (z1 + 22) + zs, 

(6) alerta) = (2122)23, 

e a lei distributiva da multiplicação em relação à adição, 

(7) ales + 23) = 2122 + Bts 

são também satisfeitas pelos números complexos. As demonstrações destas leis, que 
decorrem da definição e das leis correspondentes para os números reais, bem como 


as deduções de algumas consequências das leis (4) a (7), são deixadas como exerci- 
cios. Dentre as conseqtências vemos que 


žit za Zi; a 2% _ 21 2 
(8) Za a a Zaa 23) Na 
(23 = 0, z4 54 0). 


Estas fórmulas podem ser deduzidas com o auxílio das fórmulas (3). Observe-se que 
a lei distributiva (7) também é uma lei para fatoração. 

Devemos destacar aqui outra propriedade que decorre da nossa definição. Se 
o produto de dois números complexos é nulo, então pelo menos um dos fatores 
deve ser nulo, isto é, 


(9) at = 0 implica a=0 ou zo = 0, 
* Da definição do produto decorre que, se Z122 = 0, então 


(10) 201 — Yy = 0 e yet + voy = 0. 
Se, pelo menos, um dos x, € yı não é nulo, então o determinante dos seus coefi- 
cientes no sistema homogêneo (10) deve ser igual a zero, isto é, 


al + yo = 0. 


e portanto xz = y2 = 0. Logo, se Z122 = O, então ou z, = 0 ou zz = O ou, ainda, 
2=2=0. 


3. Representação Geométrica. É natural associar ao par (x,y), que repre- 
senta o número complexo z, as coordenadas cartesianas retangulares de um ponto 
no plano-xy. Cada número complexo corresponde a um único ponto, e reciproca- 
mente. O número -2+i, por exemplo, é y (2,9) 
representado pelo ponto (-2,1) (Fig. D. a+iy 
A origem representa o ponto z = 0. Quan- 
do usado para exibir os números comple- 
xos z geometricamente, o plano-xy se diz 
plano complexo ou plano-z. 
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Por outro lado, o número z pode ser concebido como o segmento orientado 
(vetor) da origem ao ponto (x, y), ou como qualquer vetor obtido pela translação, 
no plano, desse vetor. Assim, o vetor emanando do ponto (2,1) ao ponto (3,3), que 
tem a primeira componente igual a 1 ea segunda igual a 2, representa O número 
142. A representação vetorial e a representação por pontos, de números comple- 
xos, são, ambas, muito úteis. 

Doravante, o número complexo z será considerado freqilentemente como 
ponto z ou como vetor z, Deve-se notar, porém, que o produto z,z, de dois núme- 
ros complexos é um número complexo, vetor no plano dos vetores Z; e zz. Este 
produto, portanto, não é o produto escalar nem o produto vetorial, usados no cál- 
culo vetorial. Conseguentemente, os números complexos não podem ser identifica- 
dos com os vetores do cálculo vetorial de dimensão dois. Os vetores no cálculo ve- 
torial, assim como matrizes, são números complexos de outro tipo; suas álgebras são 
diferentes da álgebra para bs números Z. É j i 

De acordo com a definição da soma de dois números complexos, Z; + Z2 COT- 
responde ao ponto (x; + X2,)1 + yı). Este ponto, por sua vez, corresponde ao vetor 
cujas componentes são as coordenadas do ponto. Assim, O número Z; + Z2 é repre- 
sentado pela soma vetorial dos vetores Z; e 22, como mostra a figura 2. 

A diferença Z; - Za é representada pelo vetor, partindo do ponto zz ao ponto 
zı (Fig. 3). 


x 
Fic.3 
EXERCÍCIOS 
1. Verifique: A 
y (VŽ -il -iv = -a W (2,3-21) = (-18); 
3,68,—DG, to) = ` 142 2 22, 
SAGA AN ut a E 


5 1 $ 
AL E E E es 
© aaa a" Wai de 
2. Apresente os números Z1, Z2, 21 4 Z2 € 21 - 22 graficamente, quando 


()a=%ea=4-1 ba = (— v3, 1), z = (V5, 0; 
(e) zı =(-30), zz = (1,4); (d) a = 7%, + yii, zz = a — yal. 
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3.. Mostre que 
z 


(DZ=-1 Ogn (0 sí) = a(o, 


sendo z' O em (a) e (b). 
+ Mostre que “cada um dos dois números z = 1 ti satisfaz à à equação 2-22+2=0, 
. Estabeleça as fórmulas (3), Sec. 2. 
Prove a lei comutativa 2,22 = 2971. 
. Prove as leis associativas (5) e (6), Sec. 2. 
. Prove a lei distributiva (7), Sec, 2, 
. Sendo k um número real e z = (x,y), mostre que kz = ex, ky), e portanto, -z = -x - yi , 
onde -z designa (-1) z. 
10. Estabelega a primeira das fórmulas (8), Sec, 2. 
11. Prove que 2(21 + 22 + 23) = 221 + 222 + 223. 
12. Mostre que o produto de trés números Z1, Z2 € 23 não depende da ordem de multiplicação, 
... de modo que o produto pode ser escrito, 212223» 
13. Prove que, se 212223 = 0, pelo menos um dos três fatores é zero. 
14. Prove que (2122)(2324) = (2123)(2024). À. 
15. Estabeleça a segunda das fórmulas (8), Sec. 2, e mostre-que 
2 ía 
E (z >£ 0, za = 0). 
16. Mostre que o ponto representado por Ha +22) é o ponto médio do segmento entre os por 
toszy eZ. tr É 
17. Prove que (1 + 2)? = 1 + 2 +2 
18. Prove, por indugáo, a fórmula binomial 


a, 
1) TE 


O +z) =1+m2+ 
. eg, 


onde n e k são inteiros positivos. 


4. Conjugados Complexos. O conjugado complexo, ou simplesmente conju- 
gado, de um número complexo z = (x, y) = x + yi é o número 


Z = (2,-y) = z — yi. 


O ponto Z é a reflexão do pontoz no eixo x, isto é, a posição do ponto: Z é simétri- 
ca à do ponto z em relação ao eixo x (Fig. 4). 


Se z, = (1,71) ex = (x2, Y2), então 
zit z: = 24422 (Y + yji = (t1 — yal) + (£1 ya); 


em outras palavras, o conjugado da soma é a soma dos conjugados: 


a) zi + z: = Zi + 22 


des 
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O leitor poderá provar, de maneira análoga, que a operação de tomar conju- 
gados também é distributiva em relação à subtração, à multiplicação e à divisão, 
isto é, 


(2) Zi — 2: = Ži — Za, 

6) 222 = 2122, 

(4) (2) s ti, (a 7 0). 
E Za Za 


o conjugado de 2, - za é ilustrado, como vetor, na Pig. 4. 

Observe-se que o conjugado de Z 
éz. 

O. conjugado de üp número-real é 
ele próprio. Deve-se notar também que 
a soma de um número complexô e seu 
conjugado é. um número real; de fato 


(5) 2 +2 = 2z = 2R(2). ` Fra, 4 


Por outro lado, a diferença de um número complexo e seu conjugado é um número 


imaginário puro, a saber 


(6) z — # = 2yi = Pita 


5. o Absolutos. Sg"x: e y são reais, o número real não negativo 
x? + y? é chamado valor absoluto, ou módulo, do número complexo z = x + ip, is- 
to é, por definição, 


o o fal = fo + iyl = Va F y. 


Geometricamente, o valor absoluto de z é o comprimento do vetor z; é a distáncia 
entre o ponto z e a origem. Conseqientemente, 12, -Z | é a distância entre os pon- 
tos z, € z. Esta afirmação segue imediatamente da definição (1), já que 

O fasz = h(t — t) + (1 yl 


= Vía — xo)? + (y, — yo)? 


A condição |z -il = 3, por exemplo, implica que o ponto z está sobre o círculo de 
raio 3 com centro em (0,1). 

O enunciado |z; |>1221 significa que o ponto z; está a maior distância da o- 
rigem do que o ponto z,. A noção elementar de ordem, “maior do que” ou “menor 
do que”, se aplica a valores absolutos, uma vez que eles são números reais. Entretan- 
to, tal noção não se aplica, em geral, a números complexos, isto é, uma afirmação 
do tipo Zı >Z, ou z, <z, não tem significado a menos que z, e z, sejam ambos 
reais. 
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Associados a cada número complexo z há três números reais já definidos, . 


izi, A) e $(2), que se relacionam pela equação 
le? = [R(91? + [s(2)P 
e pelas condições 
6) la = Into = at), klz KOl se). 
Visto que Z = (x, -») quando z = (x,y), é imediato que 


(4) z3 = 24 y = la), 
(5) E tal = Izl. 
A partir das definições de produto, quociente e valor absoluto, pode-se mos- 


trar que os símbolos de valor absoluto são distributivos em produtos e quocientes, 
isto é, 


(6) lzxze] = [211 leal, 
al leal f 
(7) alle (z2 = 0). 


É mais simples, porém, estabelecer essas fórmulas com o auxílio da fórmula (4) e 
_ propriedades de conjugados. Para provar a fórmula (6), por exemplo, pode-se usar 
uma extensão da lei associativa (Exercício 14, Sec. 3) para se escrever 


lose)? = (2122) (Z122) = (2120) (2122) = (2121) (2080); 


isto é, k lzxzal? — Tzu)2jzal? = 0. 


Assim, tem-se (lesza) — lea] l22DCleszal + leu] 1221) = 0. 


Se nenhum dos z, ezz é zero, o segundo fator em parêntesis tem um valor positivo, 
e portanto, o primeiro fator deve ser nulo, donde segue a fórmula (6). Quando 
Z; = 0 ou z2 = 0, a fórmula (6) é obviamente verdadeira. i 

As duas desigualdades triangulares 


(8) la + zd S la] + lei, 
(9) jas — z| = | lza] — leal | 


nos dizem que nenhum lado de um triángulo é maior, em comprimento, do que a 
soma dos dois outros lados (Fig. 2), nem é menor do que a diferenga dos compri- 


mentos dos demais lados (Fig. 3). Em vista da desigualdade (9), 


les — zal = leal — leal, 


. NÚMEROS COMPLEXOS — 9 


mas esta desigualdade é trivial a menos que |z; [> Iz, 1. Note-se também que, subs- 
tituindo zz por -z2 em (8) e (9), podemos escrever 


la — zA < jal + bad, la + zf = | jal — leal. 


As desigualdades triangulares podem ser demonstradas algebricamente. A desi- 
gualdade (8), por exemplo, é estabelecida assim: Escreve-se primeiro 


la + 20? = (21 + zo)(Z + Zi) = 2121 + 2222 + (2122 + 2120). 
Agora, 2,2, é o conjugado de z,Z,. Portanto, 


za + 2122 = 2 (2122), 
e la + zal? — (les) + Jan)? = — 2l] [221 — Mr(2122)1. 


l 


De acordo com (3) e (5), tem-se A(2122) < \z:22| = lz1] |zal. 
Logo les + za? — (leal + lez)? 
e a desigualdade (8) segue quando o primeiro membro é fatorado. 
Em vista da desigualdade (8), tem-se, por exemplo, 
diretas lar + 22] + 1201 $ la) + lel + leal. 


Esta propriedade é facilmente estendida, por indugáo, á forma 
an n 

(10) D a] Ss ) lol 
la 2, 


6. A Forma Polar. Sejam r e O as coordenadas polares do ponto represen- 
tando z (Fig. 5), onde r 2 0. Então 


n=.) 


(1) q z = r cos ô, y =r send, 


e o número complexo z pode ser escrito na forma polar 


(2) f = r (cos O + 1 sen 8) (r 2 0). 
O raio vetor r é VX? + p?, isto é, 
6) r= izl, 


O ángulo 0 é chamado argumento de z denotado por arg.z. Quando z £ 0, os va- 
lores de O são determinados a partir das equações (1) ou da relação 


; zw" 
(4) tosi 
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e do quadrante em que o ponto z se encontra. 
Entretanto, arg.z é multivalente, pois, nas equa- 
ções (1), sen 8 cos 6 são funções periódicas de 
8 com período 27 radianos. Se z + O, existe um 
único valor de 6, em radianos, no intervalo 
00. £0< bo + 27, onde Ho é um número qual- 
quer. Quando z = 0, então r = 0, e 0 é arbitrário. 


„Fra. 5 


Como um exemplo, podemos ver que, se z = 2-2i, então r =2V2 e 
arg.z = -1/4 : *2nm(n = 0, 1,2,...); como outro exemplo, 


is 3r j 3r _ E . r 
2 cos -y + 1 sen 2 = cos ( 3) +s(-3) 


` Quando z tem a forma (2), a forma polar do seu conjugado é 


(5) 2 = ricos (—0) + a (—8). 


Assim, um dos valores de arg. (2) é -arg. z. 
. É conveniente usar, ás vezes, a representagáo polar em torno de um certo pon- 
to zo ao invés da origem. A representação 
(6) f 2 — zo = plcos $ + 1 sen é) 
de Z - Zo, na forma polar, pode ser interpretada graficamente como indicada na fi- 
gura 6, isto é, p é a distância entre Z e Zo, 
= |Z -Zo l, e $ é o ângulo de inclinação do ve- 
tor. : 
Como ilustração, a equação 


ati=2— (—i) = d(cos $ + 1 sen d), 


onde $ assume todos os valores no intervalo i Fra. 6 
0S4<2, representa os pontos do círculo de ` 
raio de 4 e com centro em (0, -1). 


7. Produtos, Poténcias e Quocientes. O produto dos dois números 


za = ri(cos fı + ¿sen Mı), ze = ra(cos 9z +1 sen 6) 


2124 = riracos 9, cos 8a — sen 8, senda 
+ ¿(sen 8, cos 02 + cos 6, sen 85)], 
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e esta fórmula se reduz à forma polar do produto, 
(1) ziz: = riralcos (91 + 02) + i sen (01 + 02). 


Logo, um dos argumentos do produto é a soma, 0, + 02, dos argumentos dos fa- 
tores, 
arg (2122) = arg 21 + arg za. 


Geometricamente, o comprimento do vetor 2,2, é igual ao produto dos com- 
primentos de z; e zz. O ângulo de inclinação do 
vetor Z1Z2 é a soma dos ángulos 0, e 8 (Fig. 7). 
Em particular, quando um número complexo z 
é multiplicado por i, o, vetor resultante iz é 
aquele que se obtéi girando o vetor z, no sèn- 
tido anti-horário, de ângulo reto e sem alterar o 
comprimento do vetor, visto que 


iz = (cosg + sen 5)ri00s 04 sen 0) 


T . T ` 
r [cs (o + à) + 1 sen (o + al 
Da fórmula (1) decorre imediatamente 


o Tolcos (tanto +05) 
re Pintar e H Oa). 


Conseqüentemente, se Z. = r (cos 8 + i sen 0) e se n é um número inteiro positivo, 


vosLondia - ¡Ova - IVBBNa 


(2) 2" = "(cos no + i sen nð). 


Quando r=1, esta fórmula se reduz ao teorema de De Moivre para expoentes intei- 
ros positivos, 


6) (cos € + ¿sen 8)” = cos nð + isen n8 


O quociente de dois números complexos é dado, na sua forma polar, pela 
fórmula 
2 


(49 a = à [cos (Os — 0) + isen (0 — 6)] (1560). 
Como a divisão é a inversa da multiplicação, esta fórmula pode ser facilmente obti- 


da a partir da fórmula (1). Tem-se, como caso particular, 


= F leos (— 0) + ¿sen (— 0) = L (cos 9 — é sen 8), 


ve 
~" 
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e, em vista de (2), se 27% designa 1/2”, 
6) mala À leos (=10) + ¿sen (—n8)] = Ey 


2 


Assim sendo, a fórmula (2) e o teorema de De Moivre (3) sáo válidos também para 
expoentes inteiros negativos. 


EXERCÍCIOS 
pt Mostre que 
(a) ZF 3i-= z — 3i; (b) dz = —12; 
Zi era Ds Ê a 
(dj =! (0 1(22 +5) (12 1) = V3 [22 + 5]. 
,2. Determine um valor de arg.z quando 
Ma (040; Deca m=z.) 


=2 i A 
Ore ig Ors a (es VW 


Resp. (4) arg. 21 = arg. Z2; (b)n arg. 21; 
3. Usando a forma polar, mostre que 


O) i -i VÄVS + =242V8 0) 1428 


(0) (—1 +i) = -8(1 +1); 
(a) (L4 i vB = geo 1i vB). 


(c) 27/3; (OES 


4. Sejam Zo um número complexo fixo e R uma constante positiva, explique por que um pon- 
to z se situa sobre um círculo de raio R com centro em -Zo quando z satisfaz a qual- 
quer uma das Seni equações 
(a) |z + 2d = 
(b) 2 + z = ala $ + ù sen), onde q é real; 

(c) z2 + Zoz + Zo + 20% = R? 


y Prove que 

(a) z é real se Z = z; 
+ Estabeleça 

(a) fórmula (3), Sec. 4; 
7. Prove que 


(a) 212123 = Z; (b) (2) = (2)! 


8. Demonstre a propriedade (7), Sec. 5, relativa ao valor absoluto de um quociente. 
Sendo 7223 5% 0, mostre que 


(b) z é real ou imaginário puro se 2? = (2)?, 


a 


(b) fórmula (4), Sec. 4. 


e 


El 
ealzal 


21 E 
(o) 5 a) =. O | 


FR 


T 
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10. Dê uma demonstração algébrica da desigualdade triangular (9), Sec. 5. 
11. Sendo Iza |z3 | mostre que 


el 


fad = ll Y 


21 
22 23 


12. Prove que tel V2 2 18D] + ls. 


13. Seja 2,22 + 0. Usando a forma polar com argumentos medidos em radianos, mostre que 


© RZ) = lal las] 


se, e somente se, arg Za = arg Zi + 207 (n = 0,1,2...) 
14. Seja 21244 0. Usando 9.Jesultado em Ex. 13, mostre que 
X Ja tz = la] + fal 


se, e somente se, arg. Z2= arg, 21 É 2ni. Verifique esta afirmação geometricamente. 
15. Seja 2122 +0. Usando o resultado em Ex. 13, mostre que 


la — 22] = Hlal — leal 1 
se, e somente se, arg. 22 = arg. 21 +2n71. Verifique esta afirmação geometricamente, 
16. Estabeleça a fórmula 


BETE e pra (1), 
para a soma de uma série geométrica finita, e daí no as seguintes fórmulas 
sen [(n + va, 


(a) L + cos 9 + cos 20 + e 2 sen (9/2) 


£ asi Ll 9 _cos[(n + 56] 
(b) sen O + sen 20 + tp nO 3 cot 3 “2 sen (8/2) sen (8/2) > 


onde 0 <0 <27. 
8. Extração de Raízes. O problema de extrair as raízes n-ésimas z 1" de um 
número complexo z é o de resolver a equagáo 
(1) i e =2 


para Zo, quando z e o número inteiro positivo n são dados. 
Seja 


= r(cos 9 +i sen 0), - 

a forma polar de z, z + O, e escrevemos 
26 = ro(cos ĝo + à sen 00), 
onde ro e ĝo são ainda incógnitas. A equação (1) fica 


ro” (cos não + + sen ndo) = r(cos O + i sen a 


Conseqientemente, se os ângulos são medidos em radianos, * 


rr =, ndo = 8 + 2kr, 


ë 
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onde k é zero ou inteiro positivo qualquer. Como r € ro são números positivos, ro 
deve ser a raiz n-ésima real positiva de r. Agora, 
8 , 2hm 
b=- + —; 
n n 


mas esses valores de 04 dão o mesmo valor de zo para dois inteiros k quaisquer que 
difiram entre si de um múltiplo de n. Portanto, existem exatamente n soluções dis- 
tintas da equação (1) quando z + O, a saber 


(2) ` zo = Vr (cos g a + 1 sen f La, 


onde k = 0, 1, 2,..., m - 1. São estes os 2 valores de z™”. 


vn 


Geometricamente, o comprimento de cada um dos n vetores z?*” é o número 


positivo Vr. o argumento de um desses vétores é o ângulo obtido dividindo-se 9 por, 

n, e os demais argumentos são obtidos por adição de múltiplos de 2n/n a 8/n. 
Quando z = 0, equação (1) tem uma e uma só solução zo = O; portanto 

o” = 0, a 

Como 1 = cos 0 + í sen O, as raízes n-ésimas da unidade podem ser escritas 


2rk 


tim oia 2T 2rk * 
(3) 1 cos 


+isen 
n 


(=0,1,2...,n=1.. 


Em particular, quando k = ], a raíz correspondente se denota por w: 


a i o 2r can 2T 
(4) w = cos = + ¿sen — 


Em vista do teorema de De Moivre (Sec. 7), as raízes (3) são 
(5) low... yaris 
No plano complexo, as raízes n-ésimas da unidade são os vértices do polí- 


gono regular de n lados, inscrito no círculo |z] = 1, com um vértice no ponto z=1. 
Veja à figura 8 para n = 3 e a figura 9 parân = 6. 7 


n capa 
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Se z, é uma raíz n-ésima qualquer de z, então 


(6) Ei, 210, 2102, A Za 


são as n raízes n-ésimas de z, pois, multiplicar z, por cof corresponde a aumentar 
de 2kn/n o argumento de z4. R 
Sejam m e n intejrós positivos 'sem fator comum. De acordo com a fórmula 


(De a expressão (6), 


O ee = yr (cs ne + ¿sen =) e 


(h=0,1,....,.- 1D, 
A ela a a 
6) (alinym = ar] (sos + isen 2) «+ | 
= vm (cos = +isen nº) qm 
k=0,1,.../2—=D. 


Os dois conjuntos de n números acima são idênticos, se os conjuntos eh e wkm 
coincidem quando A e k percorrem, independentemente, os valores 0,1,2,......» 
n-1. : ed Eh . 

_Mostremos primeiro que «ot tem n valores distintos. Se dois dos seus valo- 
res, correspondentes a dois valores distintos K’ e k” de k, fossem iguais, então os 
dois pontos am e qm coincigiriam e, em vista da fórmula (4), existiria um in- 
teiro positivo p tal que A o 

2rk'm _ 2rk'"m 


n n + 2rp 


+ , 


n_n Ps 
ou (k AD E tp. 


Como min é irredutível, k’ - k” seria divisível por n, isto é, existiria um inteiro 
positivo j tal que K’ - k” = + nj. Mas isto é impossível já que Ik- k’ In. 

Mostremos agora que, para cada valor fixado de k, o número «"”! é um dos 
n números distintos «Y, o que mostra a coincidência dos dois conjuntos em ques- 
tão. Seja qn o maior múltiplo de n que não excede km, sendo q zero ou algum in- 
teiro positivo, de modo que 


km=qn+h 


onde k’ toma um dos valores 0,1,2,...... , n - 1.. Segue-se, então, da fórmula 
(4), que okm = qt”, e este último é o número cf quandoh=h. . - 

Assim, a coincidência dos dois conjuntos de números (7) e (8) está comple- 
tamente demonstrada. Os n números em qualquer um-dos conjuntos podem ser in- 
dicados por 27”; . 


E 
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O) mm = rr feos E (8 + 2x | +i sen E (9 + 2% | | 


ondek=0,1,2,...... ,n-1 

Definiremos zº, onde c é qualquer número complexo, na Sec. 28. O número 
1/z% é escrito 27º. Portanto, se o expoente é racionál, escrevemos 27”"” para 
1/2""'", Podemos mostrar, dos resultados já estabelecidos, que o conjunto 277" 


pode ser escrito 
(10) gmin = (¿Uy = (mun, 


9. Regiões no Plano Complexo. Daremos aqui as definições de alguns ter- 
mos técnicos. 
Uma vizinhança de um ponto zp é o conjunto de todos os pontos para os 


quais 
(1) Iz +Zol<e, 


onde e é alguma constante positiva. Assim, uma vizinhança consiste em todos os 
pontos de um disco, ou região circular, inclusive o centro zo mas sem os pontos 
do círculo de contorno. O termo vizinhança será usado estritamente neste sentido. 
` Um ponto Zo se diz ponto de acumulagdo, ou ponto-limite, de um conjunto 
de pontos no plano-z, se toda vizinhança de z, contém pontos do conjunto, dis- 
tintos de z, . Sendo assim, cada ponto do círculo z| = c é um ponto de acumulação 
do conjunto Izl<c, e esses pontos de acumulação não pertencem ao conjunto. 
Cada ponto do conjunto lzl<c é também um ponto de acumulação do conjunto. 
Como outro exemplo, o conjunto dos pontos z = 1/n (n=1,2,........)temo 
ponto de acumulação z = 0, : 
Um ponto interior de um conjunto S é um ponto de S tal que alguma vizi- 
nhança desse ponto contém somente pontos de S. Assim, pontos interiores são sem- 
pre pontos de acumulação. Se um ponto de acumulação zo de um conjunto S não é 


ponto interior, isto é, se cada vizinhança de z; contém um ponto não pertencen-. 


te a $, assim como pontos de S, então Zo se diz ponto de fronteira do conjunto S. 
Em particular, então, todo ponto de acumulação que não pertence ao conjunto é 
um ponto de fronteira. A origem z = 0, bem como cada ponto do círculo unitário 
izl = 1, é um ponto dé fronteira de qualquer um dos seguintes conjuntos 

(2) O<Izl<1l ou O<lzl<S1: 

O conjunto (1) e o primeiro dos conjuntos (2) são exemplos de regiões aber- 
tas, conjuntos que contêm somente pontos interiores. Um conjunto que consiste de 
todos os pontos de uma-região aberta e, eventualmente, de alguns dos seus pontos 
de fronteira, tal como o-segundo dos conjuntos (2), se diz simplesmente região. 
Uma região. é:limitada se todos os seus pontos pertencem a um certo disco lz1<e 
para alguma constante c. Assim, as regiões (2) são limitadas, enquanto que a região 
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aberta x > O é ilimitada. Uma região limitada que contém todos os seus pontos de 
acumulação será chamada região fechada. O fecho R de uma região limitada R é o 
conjunto formado por todos os pontos de R e por todos os seus pontos de frontei- 
ra. A região fechada |z| < 1, por exemplo, é o fecho de cada uma das regiões (2). 

Uma região é conexa se dois pontos quaisquer da mesma, podem ser ligados 
por uma cadeia contínua de um número finito de segmentos cujos pontos perten- 
cem à região. Assim, a região aberta que consiste de todos os pontos interiores ao 
círculo Iz! = 1 e de todos os pontos exteriores ao círculo Îzl = 2, não é conexa. 

Uma região aberta e conexa é denominada domínio. O domínio 


(3) 0<argz<2n, lzl>0, 


por exemplo, contém todos os pontos do plano, exceto a origem e os pontos do 
semi-eixo positivo dos x.% 


EXERCÍCIOS 


(1) Ache todos os valores das seguintes raízes. Verifique-as graficamente. 
L 1 1 1 

Ma, DCD (O CI a 86, 

©) i EB -D/2; 


” 


A Resp. (8) EAEN; ()+VZ, Aula / 
daN e DR uia 
2.) Ache todos os valores de A Tr 


3 3 
(CDE 0 en! 


Resp. (a) £t2V2. 
3. Ache as quatro raízes da equaçã 
ticos com coeficientes reais. 


o +4 = 0 e, usando-as, fatore z^ + 4 em fatores quadrá- 


Resp. (@ + 2+2) (Ê -22+ 2). 
4.º Usando a fórmula para a soma de uma série geométrica finita (Ex. 16, Sec. 7), mostre que, 
se w é uma raíz n-ésima imaginária qualquer da unidade, então 
A tumt=o. 


dii x PP 2 
Mostre que a fórmula quadrática usual resolve a equação quadrática az” + bz + c = 0 onde os 
coeficientes a, b e c são números complexos. 


pl 


6. Sendo m e n inteiros positivos, mostre (a) que - 
(212) = 272”; 


m, 14 
Un o a za n 


(b) que os dois conjuntos de números (2,22) z sio iguais; e portanto, (c) que 
min, mn 
43. 2 


í e un RE 

N os dois conjuntos Gz)” e coincidem. 

* 7) Descreva geometricamente a região determinada por cada uma das seguintes condições. Clas- 
— sifique, também, a região conforme termos definidos na Sec. 9. 
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(a) RLZ (0) le — 41 > 3; 


(a) Isto) > 1; 


(e). QG) > 0; 


(e) le — 1 + 3il S 1; 


(f) 0 Sarga S 1/4, 27 0. 


Resp. (a), (b), (e) domínio ilimitado; (c) região fechada, 
(d) região aberta ilimitada, não conexa. 


“Descreva geometricamente éada uma das seguintes regiões: 


o fecho de um domínio limitado; 


(a) -r < arg z < v, ld > 2; (0) 1 < lz — 2i| < 2; 


(o) |22 + 3| > 4; 
0s()<> 


(d) 9(22) > 0; 
(Ne = 41> ll. 


CAPITULO 2 


Funções Analíticas 


10. Funções de uma Variável Complexa. Quando z designa qualquer um dos 
números de um conjunto S de números complexos, chamamos z de variável com- 
plexa. Se, para cada valor de z em S, o valor de uma segunda variável complexa w é 
determinado, então w é uma função: da variável complexa z no conjunto S: 

(w= fo.) 
Sa 


O conjunto S é usualmente um domínio. Nesse caso ele se diz domínio de 
definição: da função w. Os valores f(z), correspondentes a todos os z em S, consti- 


tuem um outro conjunto R de números complexos, conhecido como contra- ` 


domínio da função w. a 
Uma função é univalente num conjunto $ se ela tem um único valor cor- 

respondente a cada valor de z em; $. Convencionemos que o termo função significa 

função univalente, a menos que o contrário seja explicitamente indicado. De um 


1 
modo geral, o estudo sobre funções multivalentes, tais como z2, pode ser feito 
lidando com funções univalentes, cada uma das quais toma, para cada valor de z, 
um dos valores múltiplos num domínio especificado. 
O domínio de definição de cada uma das seguintes funções 
Apesar 
1 

fe) =z + 2iz —- 3, J) = tel, fila) Coro 


a sia E a SUE 
é o plano complexo inteiro, com exceção de fa, que não está definida nos pontos 
-z = xi, Observe que f) é uma função real da variável complexa 2; de fato, o seu 


contradomínio é o semi-eixo não negativo do eixo real. 

As funções x = Q(z) e y = 9(z) são também reais. Se u e v são duas funções 
reais quaisquer das variáveis reais x e y, então u + iv é uma função de z. Reciproca- 
mente, toda função f(z) tem partes real e imaginária bem definidas, as quais são 
funções reais de x e y. Se u e y designam tais partes, então 7 : 


fE) = un) + (xy). 
Por exemplo, se . fQ =z = (x + iy, 
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então u=x-y) e _v=2xp.. 


Como outros exemplos, a função 
falz) = x? +iZx + y) 


é definida sobre todo plano-z, ao passo que O domínio de definição da função 
md) =y T edt +i D y 
n=0 
éa faixa semi-inifinitax> 0, -1<y < 1, visto que a integral imprópria existe e a 
série infinita converge somente quando x e y são assim restritos. 
Se n é zero ou um inteiro positivo e Se 4p,21, +... -—4n são constantes comple- 
xas, a função è 


P(e) = as + az tattoo tar (an 0) 


é um polinômio em z, de grau n. Observe que a soma aqui tem um número finito 
de termos. O domínio de definição de todo polinômio é o plano inteiro. Quocien- 
tes de polinômios, P(2)/0(2), também chamados funções racionais, são definidos 
para todos os z, exceto aqueles para os quais Q(z) = 0. A função fa acima é um 
exemplo. Polinômios e seus quocientes constituem duas classes elementares, mas 
importantes, de funções de uma variável complexa. 


11. Transformação. Propriedades de uma função real f(x), de uma variável 
real x, são demonstradas geometricamente pelo gráfico da função. A equação 
» = f(x) estabelece uma corréspondência entre pontos x no eixo-x € pontos y no 
eixo-y, isto é, ela leva pontos x em pontos y. A descrição gráfica melhora quando 
se leva cada ponto x num ponto (x,y) do plano-xy, ponto este que se situa à distân- 
cia orientada y acima ou abaixo do ponto x. A curva assim obtida é o gráfico 
de f(x). Da mesma maneira, usamos uma superfície para exibir graficamente uma 
função real f(x,y) das variáveis reais x € y. 

Entretanto, quando w = f(z) e as variáveis w e z são complexas, não dispomos 
de tal representação gráfica da função f, uma vez que precisamos de um plano para 
a representação de cada uma das variáveis. Algumas informações sobre a função 
podem, entretanto, ser obtidas graficamente, exibindo-se conjuntos de pontos cor- 
respondentes z e w. É mais simples, em geral, desenhar dois planos complexos 
separadamente para as variáveis z e w: para cada ponto (x,y) no plano-z,.no 
domínio de definição de f, existe um ponto (u,v) no plano -w, onde w = u + iv. 

A correspondência entre pontos nos dois planos se diz aplicação ou trans- 
formação de pontos no plano-z em pontos do plano -w pela função f. Pontos w são, 


então, imagens de pontos z. Este termo se aplica também entre conjuntos como,, 


por exemplo, imagem de uma curva, de uma região, etc. 
Para se empregar certos termos geométricos tais como translação , rotação e 
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reflexão, é conveniente, às vezes, considerar a aplicação como transformação num 
só plano. A função z + 2, por exemplo, pode ser encarada como uma translação de 
cada ponto z à posição w = z +2, duas unidades para a direita de z. A função 
w = Z leva cada ponto z na reflexão Z desse ponto no eixo real, 

A transformação de curvas e regiões fornece, em geral, mais informações 
sobre a função do que a transformação de pontos individuais. Como ilustração, 
a função 


w= TP -iy 


leva os pontos de cada.círgulo x? +y? = c?, onde cz 0, em alguns pontos da reta 


u=c,poisu= Vx? +y**Mas, para se ter todos os z no círculo, y deve assumir 
todos os valores de -c até c e, como v = =); y varia de ç a -c. À imagem do circu- 
lo, u = ¢,-c £v Sc, é o segmento da réta u =c compreendido entre as retas 
v=u e y =-u (Fig. 10). Visto que os dois pontos z=x tip ez=-xt iy téma 
mesma imagem w, cada ponto do segmento, exceto as extremidades, é a imagem de 
dois pontos do círculo. O domínio D de definição da função w é o plano-z intei- 
ro. Cada ponto de D se situa sobre um desses círculos, pois c pode ser qualquer 
constante não negativa, € a imagem desse círculo é o segmento descrito acima. 
Reciprocamente, um tal segmento é sempre a imagem de um dos círculos. Portanto, 
a imagem de D, contradomínio R da função w, é O quadrante 


w=u+iv 


Fic. 10 


12. Limites. Seja f uma função definida em todos os pontos de uma vizinhan- 
ça de um ponto zo, exceto, eventualmente, no próprio ponto zo. À afirmação de que 
o limite desta função, quando z tende para Zo, é um número wo, 


o lim f(z) = wo, 


AE que o valor f(z) da função é arbitrariamente próximo do valor wo para 
odos os pontos z numa vizinhança de zo, exceto, eventualmente, para z = Zo, quan- 


+ 
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do essa vizinhança se torna suficientemente pequena. Vamos enunciar esta definição 
numa forma precisa e utilizável. s g 

Dados uma função f e dois números complexos Zo € Wo, a afirmação (1) 
significa que, para cada número positivo e, existe um número positivo $ tal que 
(2) If) — wo < e sempre que k=zl<s (220). 


Graficamente, a definição (2) exige que, para cada número positivo e, exista 
um certo número positivo ô, tal que todos os pontos-z, exceto Zo, interiores a0 
círculo Iz -Zo!= ô no plano-z, tenham suas imagens w = f(z) no interior do cfr- 
culo |w wo | = e no plano-w (Fig. 11). Observe que a definição exige apenas que 
todas as imagens pertençam à vizinhança |w - wol< €; não é necessário que elas 
constituam a vizinhança toda. Quando f(z) é uma constante wo, por exemplo, w 
nada mais é que o centro zo dessa vizinhança. Os pontos z, porém, formam todo o 
domínio 0< |z -zo|< 8. O símbolo z > Zo significa que z se aproxima de Zo nU- 
ma maneira arbitrária e não, por exemplo, numa direção particular. 

O limite fica estabelecido quando se encontra alguma fórmula para ô co- 
mo função de e. Tal fórmula 5 = (e), porém, não é única, uma vez que a condi- 
ção continua satisfeita quando ô é substituído por um número menor; ô =ló(e), 


por exemplo, é uma outra fórmula. ' 


o 
w=u+iv=f(z) 2=x+ iy 
Fra, 11 


A definição fornece um meio para testar se wo é O limite de f. Contudo, ela 

* não dá, diretamente, um método para determinar O limite wo. Teoremas sobre limi- 

tes, deduzidos a partir da definição, nos permitem achar limites de diversas funções. 
Vamos aplicar a definição para provar que 


16) lim = =2. 


O valor da função f(z) = (2? - 1)/(z - 1) não está definido quando z = 1; quando 
z241,f()=2+ > Assim, 


11) - 2 =k+1-2| = k=l 1), 


e portanto i 
We) —2<e sempre que 0 < |z — 1] < e; 


| 
| 
| 
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isto é, a condição (2) é satisfeita para todo número positivo. e se ô = e. Isto prova a 
afirmação (3). 
Como outro exemplo, mostremos que 


(4) ase + iy’) = 4i (e = 2 +). 


12 


Para cada número positivo e exibiremos ai número ô tal que 

O.. o eti 4il <e 

sempre que |z - 211< ô. Para simplificar o problema, escrevamos 
patio 4d 20 + ly? = 41 = 2] + ly — 2 ly +21 

e, a seguir, EA um valor de ô tal que 


(6) 21H] <3 e ly 2 ly +21 <3 
`% 


Mas, se |z - 2il é pequeno, então o valor de. y é próximo de? e, portanto, y +2 
tem um valor vizinho de 4. A segunda das desigualdades (6) poderá, então, ser 
satisfeita se |y -21< e/10, isto é, se 


ae 
10 


EE LE E 
<y-2< 15 om 4- Tg <y+2<4t 35: 


tz 


Assim, ly +21<4+e/10<5 desde que e < 10 e, portanto, ly - ly + 21< e/2. 
Se e 10 na desigualdade (5), então essa desigualdade é certamente satisfeita 
quando |2x + iy? - 4i] < 5, e podemos usar, com segurança, o valor de ô que cor- 
responde a e= 5. 

Acabamos de mostrar que a condição (5) será satis- 
feita sempre que o ponto z estiver no domínio retangular 
(Fig. 12) 


£ 
10 


€ 


<0 (0 < e < 10). 


€ 

<p b-2 E 

4. 
Fra. 12 


A vizinhança |z -2il < e/10 é interior a esse domínio. Nossa fórmula para à que 
estabelece o limite (4) pode, então, ser escrita 


Mm quando O <.e < 10, 


quando e 2 10. 
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Quando o limite de uma função f existe em zo, esse limite tem um único valor. 
Com efeito, suponhamos que o limite pudesse ter dois valores distintos wo € Wi- 
Então, para cada número positivo €, arbitrariamente pequeno, existiria um número 


ô tal que 


fE) -wol < e e tz) -wil< e 
quando 0 < Iz-zal< 8. 


Decorreria, então, que 
o = uv] Ut — wall s ÃO — wal + it) — wal < 26; 


isto é, ]w, - wo! < 2e. Mas wo € w, são constantes distintas e, portanto, Iwọ- Wi! 
não pode ser arbitrariamente pequeno. Está, assim, demonstrada a unicidade do 
limite. 

13. Teoremas sobre Limites. Podemos tratar problemas de limite estabele- 
cendo a conexáo entre o limite de uma função de uma variável complexa e os 
limites de funções reais de duas variáveis reais. Limites do último tipo são tratados 
no cálculo avançado. Usaremos livremente a definição e as propriedades desses 
limites. 

Teorema 1. Sejam 


SE) = u(y) + wy), z=x+p e “Zo = xot Yo , 


Então, o limite de f existe em zo € é igual a uo + ivo, 


o) [ERIO = ta trio, | 


pectivamente, - 


(2) lim u(x,y) = Yo e lim v(z,y) = vo. 
a 220 
yoyo yy 


Para estabelecer a necessidade de (2), suponhamos que (1) seja verdadeiro. 
Então, para cada número positivo e, existe um número ô tal que 


(3) ju — uo + i — vo) < e : 
sempre que 0 < |z — zo + (y — yol < ô. 


Como lu -uol E lu -uo +¿( - vo)! 
e ly -vol E lu -uo + ¿(1 -vo)I, 


| 
H 
j 
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segue-se que 


(4) lu -uol<e e Iy-volZ e 
sempre que 0< (x =x + (y - y) <8. 


Assim, existe uma vizinhança do ponto (xo; Yo) na qual, exceto eventualmente no 
próprio ponto, lu(x,))-uol< e e Iv(x,y) - vol < e. Uma região quadrada interior 
à vizinhança circular também serve para nosso propósito. De acordo com a defini- 
ção de limite de uma função real de duas variáveis reais, os limites de u e v existem 
e têm os valores indicados em (2). 

Reciprocamente, se as condições (2) estão satisfeitas, então, para cada número 


positivo e, existem dois números ô; e 82 tais que 
ma s 

4 

ju -uol < $ sempre que ‘0< (x - xo} + (y - yo}? < 57 


€ 


tv - vol < 3 


sempre que 0< (xo) + O -Yo < ôr. 


Seja 8 o menor dos dois números ô; e 5z. Então, para este ô, a condição (3) se 
verifica, visto que 


lu ~ uo + i( ~ vo) | £ lu -uol + Iv- vol. 


Assim sendo, a afirmação (1) é uma conseqüência de (2), e a demonstração do 
teorema está completa. te 


Y 


Teorema 2. Sejam fe F funções cujos limites existem em zo: 


(5) lim f(2) = wọ lim F(z) = Wo. 

Então, dl E 

(6) —— limfa + FJ] =w + Wo 

(1) — tim [FO] = uoWo, 

e, se Wo +0, o £ 
e Ls li A a e, 


. mole) Wo 


Este teorema fundamental pode ser estabelecido diretamente da definição 
(Sec. 12) do limite de uma função de uma variável complexa. Mas, com auxílio do 
Teorema 1, éle decorre quase que imediatamente de teoremas sobre limites de 
funções reais de duas variáveis reais. 
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Considere, por exemplo, a demonstração da propriedade (7). 
Escrevemos Ve 


16) = uly) + (0, FO) = Uly) + iV (ley), 
Zo = Lo + 1Yo, Wo = Un + ivo, Wo = Uo + 1Vo. 


Então, de acordo com as hipóteses (5) e o Teorema 1, os limites, quando (x,y) tende 


para (xo, Yo), de u, v, U e V existem e têm os valores 49, Vo, Uo e Vo, respectiva- - 


mente. As partes real e imaginária da função 
Horta) = uU — vY + i(uV +00), 


portanto, têm os limites (uo Uo = Yo Vo) e (uo Vot voyo); em vista de teoremas so- 
bre limites de somas e produtos de funções. Assim, a função f(z)F(z) tem o limite 


uoUo- VoVo t i(uoVo + voUo), 


que é igual a wo Wo, e a afirmação (7) está demonstrada. 

De modo semelhante, podemos estabelecer as demonstrações de (6) e (8). 

Observe, porém, que, para provar (8) diretamente da definição do limite de 
uma função de uma variável complexa, é necessário lançar mão de um resultado 
auxiliar, concernente a uma função F' cujo limite Wo é diferente de zero. É conve- 
niente definir F(zo) como sendo Wo. Então, existe uma vizinhança de zo tal que 
|F(2)1 supera certa constante positiva para todos os z nessa vizinhança. Isto pode 
ser visto assim: seja do um valor de ô que corresponde ao valor 4ml de e. Então, 


(9)  |F() — Wo <4[Wo] sempre que Iz -Zol < ôo.» 
Deixamos como exercício mostrar que, em consequência disso, f 


sempre que IZ -Zol < do- 


(10) IF| > WA 
Em particular, F(z) + O para qualquer valor de z nessa vizinhança de zo. 
Da definição do limite temos 


lim z = 2o, 


120 


visto que podemos tomar ô = e quando f(z) = z. Isto e a afirmação (7) sobreó ` 


limite do produto nos permitem concluir, por indução, que 


(11) lim 2" = z 


it 


onde Zo é um número complexo qualquer. Também, o limite de uma constante é 
essa constante. Em vista do teorema 2, então, o limite de um polinômio 


| 
| 
| 
| 
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P(Z) = do + az + a32? +... + ayan 


é o valor desse polinômio em zo, para todo número Zo: 


(42) ; lim P(2) = P(z0). 
EXERCÍCIOS > “e 


4 1. Descreva o domínio de definição da função 


> 1 
do) [+= 


Mostre que g(z)= fs(z) para todo-z.no domínio de definição da função fs, descrita na 
Sec. 10. 


é 2. Sejam b, ce zo constantes complexas. Usando a definição do'limite (Sec. 12), prove que 


(a) lim c =c; (b) lim (bz + c) =. bz + c; 


(c) lia (2 +c) = a + c; (d) lim Q(z) = A(zo); 


(e) lim ž = žo; (f) lim E+Hi(Zrtyl=1+1 
zn z=l-i 
3. Prove a afirmação (6) no Teorema, 2, (a) usando o Teorema 1 e propriedades de limites de 
funções reais; (b) diretamente da definição (Sec. 12) do limite de uma função. 
4. Mostre que a condição: (10) decorre da condição (9). Se 
/5. Sejam n um inteiro positivo, Pe Q polinômios com Q(zo) + 0. Usando o Teorema 2 e li- 
mites já estabelecidos, ache 
e SÉ e UU e PE 
a) lim — (2070); (b) l + pio 
(a) dim (zo 0); (b) lim gy; © lim 06) 


Resp. (a) 1/20"; (b) 0; (0) Plzo)/Q(20). 


14. Continuidade. Uma função f é contínua num ponto zo se, e somente se 
todas as três condições seguintes são satisfeitas: 


(1) l 7 “o f(zo) existe, 
(2) lim f(z) existe, 
(3) im fg) =fteo. 


Essas condições, por si, já implicam que f(z) está definida numa vizinhança do 
ponto zo. Exige-se uma modificação natural desta definição quando se deseja definir 
a continuidade de uma função num ponto da fronteira da região em que a função 
está definida. Suponhamos que f(z) seja definida numa região que se estende até 
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uma curva C inclusive, mas não além de C. Então, f é contínua num ponto zo da 
curva C se, e somente se as condições (2) e (3) são satisfeitas, onde, neste caso, O 
limite é do interior da região, isto é,a vizinhança |Z - Zol < ô, usada ao definir o li- 
mite, é substituída pela intersecção da vizinhança com a região. 

Como consegiiência dos teoremas sobre limites, se duas funções são contí- 
nuas, sua soma e seu produto também o são, e seu quociente é contínuo, exceto nos 
pontos z, para os quais o denominador se anula. 


De acordo com a fórmula (12), Sec. 13, todo polinômio em z é contínuo em 


cada ponto. O quociente de dois polinômios é contínuo nos pontos para Os quais o 
denominador é diferente de zero. 
Do Teorema 1, Sec. 13, segue-se que 


(4) f=u+iv é contínua se, e somente se, u e v são contínuas. 


Assim, podemos deduzir propriedades de funções contínuas de z a partir de pro- 
priedades de funções contínuas u e v, de x e y. Por exemplo, se f é uma função 
contínua de z em todos os pontos de uma região fechada R, então u e v são contí- 
nuas em R e, portanto, são limitadas em R; consegientemente f é limitada em R, 
isto é, existe um número positivo M tal que 


E) <M para todo z em R. 


De acordo com (4), xy? + i(2x - y) é contínua em todos os pontos z, pois 
os polinômios xy? e 2x - y, em x e y, são funções contínuas, em todos os pontos 
(x,y), das variáveis reais x e y. Da mesma maneira, ex +i sen (xy) é contínua em 
todos os pontos z, em virtude da continuidade das funções em questão: exponen- 
cial, seno e polinômio xy. E 

A condição (3) pode ser escrita como segue. Para cada número positivo € 
existe um número 8 tal que 


(5) VO — Sel <e sempre que la — zo] < ô. 


O número ô que corresponde a e pode também depender de zo. Mas, se f é contínua 
em todos os pontos de uma região fechada R, então f é uniformemente continua 
em R, isto é, para cada e existe um número ô, independente de zo, tal que a condi- 
ção (5) é satisfeita simultaneamente para todo ponto zo em R. Isto decorre de (4) e 
da propriedade correspondente de funções reais u e v. : 

Seja D o domínio de definição de uma função f. Considere uma função g, 
definida numa vizinhança N de um ponto zo, tal que todos os valores g(z), com z 
em N, pertençam a D. Então, f[g(z)] é definida quando z está em N. Se g é contí- 
nua em zo € se fé contínua no ponto g(zo), então a função composta, f(g), é contí- 
nua em zo. Em síntese, função contínua de função contínua é contínua. Isto de- 
corre da condição (5), da definição de continuidade. Para cada e existe um número 
S' tal que 


ł 
i 
i 
i 
i 
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sto! -flee sempre que Ig) -goi < 8’; 


mas para $” existe um número ô tal que a última desigualdade se verifica sempre que 
iz -Zol < 8. 

Observe que a função composta f(g) não inclui somas, produtos ou quocien- 
tes de duas funções, uma vez que f e g aqui são funções de uma só variável com- 
plexa. Condições para a continuidade dessas combinações de funções já foram dadas 
no começo desta secção. É 


15. A Derivada. Seja z um ponto arbitrário de uma vizinhança de um ponto 
fixo zo, onde essa vizinhança está contida no domínio de definição de uma certa 
função f. Vamos escrever Az =Z -Zo € considerar Az como nossa variável com- 
plexa. A derivada f”, ou djaz, de fem žo é, então, definida pela fórmula 


[Go + de) — Sled, 


D Feo) = lim PZA 


cada número positivo e existe um número $ tal que 


(2) fzo + aa =$) _ e| <e 


sempre que 0< lzi < ô. 


Se f(z) = z?, por exemplo, então fzo) = 2z0 em qualquer ponto zo, pois 


[zo + Az)? z? j 
Jim E A lim, (220 + Az) = 220, 
visto que 22 + Az é um polinômio em Az. 
Em vista da fórmula (1), quando f'(zo) existe, temos 


lim [flao + 02) — leo] = lim Leo do) 460 pm az = 0; 
40 20 Az ae f 
isto é, 
6) lim f(z) = f(z0). 


n 


Assim, f é necessariamente contínua em todo ponto zo onde sua derivada existe. A 
continuidade da função, porém, não implica na derivabilidade da mesma, como 
mostra o seguinte exemplo. x 

A função w = Iz|? é contínua em todo ponto. Mostraremos que sua derivada 
existe somente no ponto z = O. Para esta função o quociente de diferença fica 
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2 — lag? Lado + 5D — zo > Í a 
o geral lt Got 0 É (O 


É (asus) = (aula) + wow, 


= 2 +24 205 e, se- wzkz) & O, 


d w, _ weljwile) — un(z)wi(o), 
dz we 3 [moy 


Quando zo = 0, Aw/Az = Az e seu límite é zero, isto é, ; (5) 


Lhp=0 emz=0. 
2 Para a função composta wiwa), onde wi(t) existe no ponto t= wa(z) e wa(z) 


existe, 
; ` ` d dw ‘dws, 
6 A pe = HA 
© opa = a ar 
Se n é um inteiro positivo, então, em todo ponto z, 
Fra. 13 (7) l a (29) = nz"! 
n dz , 
f ie sa + n Se w’ RREA Aw Az br o Er (ua Na mop , e esta fórmula permanece válida quando n é um inteiro negativo se z # 0. 
dente de como Az tendesse para zero. Se z é real, Az = Ax na figura 13; então A Coino exemplo, se w; = 25e w, = 22 +1 na fórmula (6), então 
Az = Az e, de acordo com (4), o limite teria que ser Zo + Zo. Por outro lado, se 
Az é restrito ao diâmetro vertical da região 0 < JAzI < ô, Az = iAy, então. Az = da + 199 É (uat) = dw: _ 
= -Az, e o limite seria Zo - Zo. Como Zo £ 0, o limite não pode existir e, portan- ; A +1) zos ) = Sat de =10(2s + Di 
to, |z|? não possui derivada em Zo. . : Se escrevemos 
j ES . 
16. Fórmulas de Derivação. A definição da derivada f'(z) é idêntica, em y Aw = w(2 + Az) — w(2), Aw: = wa(z + Az) — walz), 
forma, à da derivada de função real de uma variável real. Existe, porém, uma dife- E : 
renga significante entre as duas definições: o limite na definição de f'(z) é de e f(z) = wi(z)wa(z), o quociente de diferença para a fórmula (4) se reduz à forma 
dimensão dois. Por esta razão, muitos resultados do cálculo de variáveis reais não E 
se aplicam ao cálculo de variáveis complexas. Como pequena ilustração, notemos ] 8) . Af Aw: , Aw, A Aw, 
que a função Ix? possui a derivada 2x para todo real x; mas acabamos de mostrar a Az Wi az ' wr Az + Aw: Az 
acima que a derivada de |z|? existe somente no ponto z =:0. Ñ x 
As fórmulas básicas de derivação abaixo podem ser deduzidas da definição Como wi(z) e wa(z) existem, wz é contínua no ponto z e, por conseguinte, 
da derivada e dos teoremas sobre limites exatamente como no caso de variáveis ¿lim Aw, = 0 quando Az >0. A demonstração da fórmula (4) se completa aplican- 
reais. Seja c uma constante complexa e w uma função cuja derivada w'(z) existe. “do os teoremas de limite para somas e produtos à expressão (8) para Af/Az. 
Então, “A dedução completa da fórmula (6), para a derivada de função. compos- 
ta wi(w,), não é tão simples. Se a função w, é constante, a fórmula se reduz à 
q) d e =ô a (e) a primeira das fórmulas (1). Seja w, não constante. No lugar de z escrevemos Zo para 
. dz » dz K . indicar o ponto no qual wz é suposta existir, e vamos denotar o número complexo 
n ` - d iew hai dw, wa(zo) por to. Supõe-se então, também, a existência de w¡(to); conseqiientemen- 
(2) dz dz te, a função w,(2) é definida em todos os pontos de alguma. vizinhança N de to, di- . 
ê E E amos, |t-tol< ôi. € d í i ú 
~ Se as derivadas wi(z) e w2(z) de duas funções w, e wz existem, então “i que letal e E E E PC RA FERE a 
d E ; 
3 ~>- (w, + w:) = wil) + wz É 7 pe 
65) dao A (2) a, (9) 1Aw,1< 8, sempre que 1421 < $7, 


+ 
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onde Aw, = Wa(Za + Az) - to, isto é, os pontos wa(zo + Az) permanecem na 
vizinhança N quando |Azl < 82. i 

Toda vizinhança de zo contém pontos Zo + Az tais que Awz * O, uma vez 
que w, não é constante. Para os valores de Az tais que Aw> * O, escrevemos 


Aw, _ Aw, åw 
Gm az O Au, Do 


onde Aw, = wilwa(zo + Az)] - wi(to). O limite, quando Az + 0, do produto no 
segundo membro de (10) existe se Aw,/Aw, tem um limite quando Az> 0, já que 
o limite do segundo fator é w¿(zo). Da existência de wi(to), como limite único, 
segue-se que, para cada número positivo e, existe um número ôs tal que 


(11) Awi (to) 


ETA <e 


sempre que lAwz| < ôs. Mas, de acordo com a condição de continuidade (9), 
existe um número 5(8 < 55) tal que JAw,|< 83 sempre que IAzI< ô. Assim, a 
condição (11) é satisfeita sempre que |Az| < 8, isto é, Aw,/Aw, tem o limite 
wi(to) quando Az > 0. De (10) segue-se que dw,/dz = wi(to)wa(zo); esta é uma 
forma alternada" da fórmula (6). 


EXERCÍCIOS 


1. Usando resultados obtidos nesta secção, mostre que a derivada de um polinômio 


P(e) = a tag tagit to tar (n=1,2..) 


existe em todos os pontos e que P'(z) = a; t 2azz +... + napzn=1 > 
2. Mostre que o quociente P(z)/Q(z) de dois polinômios possui a derivada em todo ponto z 
tal que Q(z) £ 0 (ver Exercício 1). : 
„3. Usando resultados desta secção, ache f’(z) quando 


(0) $0) = 2244) (0/0) = (1-40 
ora =r (3): Orate (0). 


. Deduza a fórmula (5) desta secção. A 

. Usando a indução ou a fórmula binomial (Exercício 18, Sec. 3), deduza a fórmula (7) quan- 
do ñ é inteiro positivo. $ 

. Deduza a fórmula (7) quando n é inteiro negativo e z & 0. 

. Prove, diretamente da definição da derivada, que f’(Zo) = - 1/z0? quando f(z) = 1/z e zo #0. 

. Aplicando a definição da derivada, mostre que, se f(z) =R(z), então f'(z) não existe em 
nenhum ponto, 
9. Mostre que a função Z não é derivável em nenhum ponto. 

10. Diga se a função g(z) tem derivada em algum ponto. 


na 


ea 
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17. As Condições de Cauchy-Riemann. Suponha que uma função tenha de- 


rivada em zo. Escrevamos Zo = Xo + ¿Yo, 


ù) O = ulz) +06, Fe) = a + ib, 
Af = f(zo + 42) — zo), 
Au = ulzo + Az, yo + Ay) — ulzoyo), 


e Av para o acréscimo correspondente em v(x,y). Então, 


E ETS 
den de aria +? 
e, em vista do Teorémáld, Sec. 13, vem 
. Au + ia _ à Au iam _ 
2 im (ga + ian Th ims (E + Fá) “p 
240 Ayoo 


Em particular, quando Ay =O, isto é, quando Az = Ax (Fig. 13), os limites aci- 
ma se reduzem a limites de funções de uma só variável Ax, decorrendo daí que 


lim zo + Az, Yo) — ulzoyo) y 


A2>0 + Az á 
ia Ugo + Az, yo) — vto Yo) _ 
im Az b; 


» 


isto é, ðv/ðx e du/dx existem: ño ponto (xo,Jo) € 


du “ab 


6) mou em (xo, Yo). 


Da mesma maneira, quando Ax = 0(Az = iAy), os limites em (2) se redu- 
zem a 


lim v(zo, Yo + Ay) — vlzoyo) _ A 


ây—=0 Ay . 
lim “Zu Yo + AY) — u(zogo) _ y, 
a Ay->0 —Ay 


Assim, as derivadas parciais em relação a y existem e 


dv du o 
“4 A ai ; 
(4) W” a b em (xo, Yo) 
De acordo com as fórmulas (3) e (5), temos, no ponto Zo, 
É ðu _ ðv ðu au 
5 pl ia do 
K ) dx dy E dy dx 
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Estas equações são as condições de Cauchy-Riemann, assim chamadas em homena- 
gem ao matemático francês A. L. Cauchy (1789-1857), que as descobriu e usou, e 
ao matemático alemão G. F. B. Riemann (1826-1866), que as tornou fundamentais 
na teoria das funções analíticas. . 

Como f'(z9) = a+ib, as fórmulas (3) e (4) nos fornecem duas expressões 
úteis para a derivada de f, a saber: 


3 un _ õu w w ðu 
(6) Oria ta 
no ponto z = zp. O seguinte teorema, então, está estabelecido. 

Teorema. Se a derivada f'(z) de uma função f= u + iv existe num ponto z, 
então as derivadas parciais de primeira ordem, em relação a x e y, de cada uma das 
"partes u e y, existem nesse ponto e satisfazem às condições de Cauchy-. - Riemann (5). 
Também, f'(z) é dada em termos dessas derivadas parciais pela fórmula (6). 

Como ilustração, consideremos a função 


JE) = 2? = zt — y? + eyi. 


Já provamos que sua derivada existe em todos os pontos; de fato, f (2) = 22. Assim, 
as condições de Cauchy-Riemann devem ser satisfeitas em todos os pontos. Para 
verificar isto, notemos que u = x? - y? e v = 2xy, e portanto 


OU Cos ML co rd 
dx y y UT 


Também, de acordo com (6), temos 
i sd 
PO = ŠE i$ = 2a + 2yi = 2e. 

O teorema acima apresenta condições necessárias para a existência de f (2). 
Mostra, por exemplo, que em cada ponto z tal que z + 0 a função |z|? não pode 
ter derivada. Neste caso, u = x? + y? e v= 0. Embora as derivadas parciais existam 
sempre, dufóx = 2x e dvfdy = 0, enquanto du/dy = 2y e dv/dx =0, as 
condições de Cauchy-Riemann não são satisfeitas a menos que x = y = 0. Observe 
que o teorema não garante a existência da derivada de |z|? em z = 0; mas'o teorema 
1 na secção seguinte o fará. 


18. Condições Suficientes. Dão-se a seguir condições sobre u e v que garan- 
tem a existência da derivada f'(z). 


Teorema 1. Sejam u e v funções reais e univalentes de x e y as quais, junta- 
mente com suas derivadas parciais primeiras, são contínuas num ponto (Xp,o). Se 
essas derivadas parciais satisfazem às condições de Cauchy-Riemann nesse ponto, 
então a derivada f (zp) da função f=u+ iv existe, sendo z = x + iy € Zo™ Xo t iyo- 

; Como u e suas derivadas parciais primeiras são contínuas em (Xo,Yo), todas 
elas estão definidas numa certa vizinhança desse ponto. Quando (xo + Ax, Yo + Ay) 
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é um ponto na vizinhança, podemos escrever 


Au = u(zo + Az, yo + Ay) — alado) 
ð 
= Dara de Ay + e, Az + es Ay, 


onde du/dx e du/ay são os valores das derivadas parciais no ponto (Xo,Yo), e onde 
€, € €, se aproximam de zero quando Ax e Ay tendem ambos para zero. A fórmula 
acima para Au é estabelecida no cálculo avangado em conexáo com a definição da 
diferencial da função u.. 

Uma fórmula análoga pode ser escrita para Av. Portanto, 


Af = fla + as fÈ) = Au + ido 


à 
= 5, de zt Gp Ay + a dz + es by 


ato (2 da + B ay + ade + 009). 


Passemos a usar a hipótese de que as condições de Cauchy-Riemann estejam 
satisfeitas no ponto (Xp Yo). Podemos substituir d4/0y por -ðv/ðx e Əv/ðy por 
ðufðx, e escrever a fórmula acima na forma 


Af = Sé (Aas + iAy) +12 (02 + iAy) + b Àe + do Ay 


onde 5, e ô, tendem para zero quando Az se aproxima de zero (Az = Ax +iAy). 
Segue-se, então, que ` 


(1) Mi 02 4 a DE 


Como |Ax| < IAzle IAy| $ [Az], vem 


Ax Ay 
Ház 


Az 
de modo que os dois últimos termos no segundo membro da fórmula a) tendem 
para zero com Az. Portanto, no ponto Zo, 


, 


af du, ção, 
O fe = o vã da ta 


isto é, a derivada f (2p) existe, e o teorema está demonstrado. 

Como ilustração do Teorema 1, as funções u=excosyev=exseny são 
contínuas em todos os pontos assim como suas derivadas parciais de primeira or- 
dem. É fácil ver que as derivadas parciais satisfazem às condições de Cauchy- 
-Riemann em todos os pontos. Conseqúentemente, a derivada f (2) da função ` 
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(3) Fe) = e cos y + i e” seny 


existe em todos os pontos. Como du/0x = u e dv/dx = v, segue-se, da fórmula (2), 
que i 


(4) EA fe) = ft). 


` De novo, sejam u e v duas funções satisfazendo a todas as hipóteses enuncia- 
das no Teorema 1; mas agora suponhamos que zo + O. Usando a regra de cadeia 
para derivação, podemos mostrar que u e v, que já atendem, em Zo, às condições de 
Cauchy-Riemann (5), Sec. 17, satisfazem, nas coordenadas polares : 


(5) 5 a =r cosb, y= r senð, 


às condições 


4 du _ 19 1 du du 
© FTF 7907 Tr eo) 


nesse ponto. Aqui 6 é medido em radianos. Reciprocamente, as condições (6) impli- 
cam nas condições (5), Sec. 17. Detalhes são deixados para o exercício 7 abaixo. 

As equações (6) são as condições de Cauchy-Riemann em coordenadas po- 
lares. Elas são úteis em conexão com a seguinte forma alternada do Teorema 1. 


Teorema 2. Sejam u(r,0) e v(r,9) reais e uni-valentes em cada ponto z de 
uma vizinhança de um ponto (ro,00) as quais, juntamente com suas derivadas par- 
ciais primeiras em relação a r e 0, são funções continuas de z em (ro,80), satisfa- 
zendo às condições de Cauchy-Riemann (6) em coordenadas polares nesse ponto, 
onde ro + 0. Então, a derivada f'(zo) da função f=u+iv existe, 

onde zp = ro (cosdo + isen ĝo) 
e além disso, no ponto Z = Za, 


x ðu ðv 
7 y = = ps i — b 
(7) f'(2) = (cos 0 Pen (+15) 

O método empregado acima para demonstrar o Teorema 1 pode ser usado 
novamente aqui. Os pormenores não são tão simples neste caso devido à natureza 
da fórmula para Az em termos de Ar e A0. A demonstração é esboçada nos exer- 
cícios 8 a 10 abaixo. 


EXERCÍCIOS 


1. Usando o teorema da Sec. 17, mostre que f'(z) não existe em nenhum ponto se f(z) é 
(a) 2; (b) z— ž; (e) 22 + xy%; (d) e(cosy — isen y). 
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2. Use o Teorema 1 para mostrar que f'(2) e sua derivada f”(z) existem em todos os pontos, » 
e ache f'(z) e f”(2) usando a fórmula (2), quando 


(a) fte) =12 +2; (b) f(e) = e7*(cos y — à seny); 
(0) Ha) = 2º; (d) f(z) = cos z cosh y — à sen x senh y. 


Resp. (0) $2) = -eh E = 10); (A $2) = —J(2). 


3. A partir dos resultados obtidos nas Secs. 17 e 18, determine onde f'(z) existe e ache seu 
valor, quando ` 


Wh Oi (05) = z sa). 


Resp. (a) Pt) = —E We 0); (0) fl + ia) = 20; (0) PO = 0. 


1 
. Seja f(2) = 2%, onde 


> 


zè Vr (cos d+ isng) (r>0, 0< 0<2m), 


usando o Teorema 2, mostre que f'(z) existe em todos os pontos, exceto nos pontos do 
semi-eixo real não negativo, e que f'(z) = 1/(2f(20)). 
5. Se f(2)=x3- ¿(y - Í)’, então du/0x +10v/0x = 3x2, Por que 3x? representa f'(z) somen- 
te no ponto z = į? . 
6. A hipótese, na Sec. 17, de que f'(zo) = a+ ib, pode ser enunciada como sendo a condigáo: 
para cada número positivo € existe um número Ô tal que $ 
ta 


Saib <e sempre que O < |Az| < ô. 


Use esta condição para deduzir as fórmulas (3) e (4), Sec. 17. 

Sob as transformações de coordenadas (5) e as condições de continuidade enunciadas no 

Teorema 1, obtenha as derivadas parciais de u e p em relação ar e 8 em termos das derivadas 

em relação a x e y; prove, então, que, no ponto zo(zo 0), as condições (6) são satisfeitas 

quando as condições (5), Sec. 17, se verificam, e reciprocamente. E 

. Para simplificar as fórmulas aqui, escrevemos E(9) = cos 8 + i sen O; então, a forma polar 
de z é z = rE(0). Sendo Az = (ro + AnE(Bo + AD)- roE (00), onde ro>0, deduza as fórmu- 
las É 


= 


o 


Az = E(do + A0)[Ar + iro sen AO + ro(1 — cos A8)] 
= E(0 + A0)[Ar + iro AO + ro AO A(A0)), 


conde A(60) =! CE A8 40 =n Be, lim (89) = 0. 


9. Quando r9> 0 no exercício 8, prove que |A9/Az| é limitado para todos Ar e AË quando 
AG] é suficientemente pequeno; também, escreva | Az 1? em termos de Ar e ABe prove 
que |Ar/Azl é limitado quando lAri < ro. 

10. Demonstre o Teorema 2 deduzindo primeiro, com o auxílio das fórmulas (6) e dos resul- 
tados obtidos nos exercícios 8 e 9, as fórmulas: 
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. dv P 
Aj = (5 + 5) (Ar + iro 80) + e, Ar + 01 A8 
ð O) 
= E(—8 — AB) (5 + 15) Az + o Ar + 0148, 
onde du/dr e dv/0r são calculadas em zo € 


a >0 quando Az > 0 (n= 1,2,3). 


19. Funções Analíticas. Uma função f dá variável complexa z se diz analítica: 
num ponto zo, se sua derivada f *z) existe não só em zo como também em todo. 
ponto z de uma vizinhança de zo. f é analítica num domínio do plano-z se elx.é: 
analítica em todo ponto desse domínio, Os termos “regular” e “holomorfa” são;. 
às vezes, introduzidos para indicar analiticidade ¿m domínios de certas classes. 

A função izl?, por exemplo, não é analítica em nenhum ponto, visto ques: 
sua derivada existe somente no ponto z = 0, e não numa vizinhança. 

Uma função inteira é aquela que é analítica em todo ponto do plano-z, isto:é; 
no plano inteiro. Mostramos (Exercício 1, Sec. 16) que a derivada de qualquer: 
polinômio em z existe em todo ponto; portanto, todo polinômio 


P(e) sata tato: tag (n=0,1,2...) 


é uma função inteira. i ? 

Se uma função é analítica em algum ponto de cada vizinhança de um ponto 
Zo, exceto no próprio ponto zo, então zo é chamado ponto singular, ou singulari» 
dade da função. 

Por exemplo, vimos que, se 


. então  f(g)=-— > (z = 0). 


nim 


He) = 


Assim, f é analítica em todo ponto, exceto no ponto z = 0, onde ela não é contínua, 
de modo que f'(0) não pode existir. O ponto z = O é ponto singular. Por outro; 
lado, a nossa definição não assinala, em absoluto, pontos singulares para a função 
1z1?, já que esta função não é analítica em nenhum ponto. 

Uma condição necessária, mas jamais suficiente, para que uma função seja 
analítica num domínio D, é que a função seja contínua em D. As condições de. 
Cauchy-Riemann também são necessárias, mas não suficientes. Dois conjuntos de 
condições suficientes para analiticidade em D ficam sendo dados pelos Teoremas 1 e- 
2, Sec. 18, desde que as hipóteses nesses teoremas sejam satisfeitas em todo ponto 
de D. Outros conjuntos práticos de condições suficientes decorrem, entretanto, das 
condições de validade das fórmulas de derivação (Sec. 16), da seguinte maneira, 

As derivadas da soma e do produto de duas funções existem onde as funções + 
possuem derivadas. Assim, se duas funções são analíticas num domínio D, então 
sua soma e seu produto são ambos analíticos em D. Analogamente, seu quociente 
é analítico em D desde que a função no denominador não se anule em nenhum 
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ponto de D. Em particular, o quociente PIO de dois polinômios é analítico em 
qualquer domínio no qual Q(z) + 0. i 

Seja g uma função analítica de z num domínio D,, e seja R o contradomínio 
de g(z) para os z em D,. Então, se f é analítica num domínio Dz contendo R, 
segue-se, das condições de validade da fórmula de derivação (6), Sec. 16, que a 
função composta f[g(z)] é analítica em D,. Em resumo, função analítica de fun- 
ção analítica é analítica. 

Como ilustração, à função g(z)= 1 + z? é inteira. De acordo com o exercício 


4, Sec. 18, a função 


se) =a = Va (055 + isng) (r> 0,0 <0 < 2r) 


é analítica no seu domíniode definição. Em particular, ela é analítica no semiplano 
superior 4(z)> 0, exemplo do domínio D, acima. Como 9 [g(z)] = 2xy, o con- 
tradomínio de g é restrito a esse semiplano se xy > 0. Assim, a função composta 
Soto] = (1 + 2%) (=>0,y > 0) 
é analítica no domínio D, consistindo do quadrante x > 0, y> 0 do plano-z. 
Observemos também que função inteira de função inteira é inteira. 


20. Funções Harmônicas. Seja a função f= u + iv analítica num domínio do 
plano-z. Então, em todo ponto do domínio č 


ðu +*0v du dv 
(1) BE ap 
e, portanto, 
du o» eu = dv 
0) art dxoy dy dy dx 


` desde que estas segundas derivadas existam. Mostraremos no Cap. 5 (Sec. 52), que, 


quando f é analítica, as derivadas parciais de u e v de todas as ordens existem e são 
funções contínuas de x e y. Admitindo isto por ora, segue-se que as duas derivadas 
mistas nas equações (2) são iguais e, portanto, que 


. du, du 
(3) Te + a = 
em todos os pontos do domínio. 
A equação (3) é a equação diferencial parcial de Laplace em duas variáveis 
independentes x e y. Qualquer função, com derivadas parciais de segunda ordem 
contínuas, que satisfaz à equação de Laplace é chamada função harmônica. 
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A função u, bem como v, é harmônica quando a função f= u + iv é analítica. 
Podemos mostrar isto derivando a primeira das equações (1) em relação a y, e a 
segunda em relação a x e subtraindo membro a membro para obtermos a equação 


y, dy 


As funções u e v se dizem funções harmônicas conjugadas se a função 
f=u+iv é analítica. O uso da palavra conjugado acima é diferente daquele empre- 
gado na definição de Z. 

Quando uma das duas funções harmônicas conjugadas é dada, as equações de 
Cauchy-Riemann (1) permitem determinar a outra. Vamos ilustrar um método para 
obter a conjugada harmônica de uma função harmônica dada. 

É fácil ver, pela substituição direta na equação de Laplace, que a função 


u= y? -3xy 
é harmônica. Para achar sua conjugada harmônica v, notemos que 


ðu 
x É 


e daí, usando uma das equações de Cauchy-Riemann, podemos concluir que 


w, 

ay -6xy. 

. Integrando esta equação em relação a y com x fixo, vem 
v=-3xy? + d(x), 


onde ¿(x) é, no momento, uma função arbitrária de x. Mas, como àv/ôx =-du/ay, 
& deve ser tal que 


-3 +9) = -3y? + 3x?; 


portanto $'(x)= 3x? e p(x)=x? +c, onde c é constante arbitrária. Assim, a con- 
jugada harmônica da função u = y? -3x?y é - 


v= -3xy? +x? +e. 
A função correspondente f= u + iv é 
(5) a - fE) = y? -3x?y + ¿(0 - 3xy?) + ic. 
É fácil verificar que 
f= ie +o). 
Esta forma é sugerida pelo fato de a fórmula (5) ficar 


FO =i +0). 
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quando se faz y = 0. y x e 
Mais adiante (Sec. 78) mostraremos que, para cada função harmônica 4, 


existe uma função harmônica conjugada v. Usaremos integral de linha para escrever 
uma fórmula explícita para vem termos de u. 


EXERCÍCIOS 
1. Prove que cada uma das seguintes funções é inteira: 


(a) Ho) = 32 + y + Qu — 2); 
(0) f(z) = sen z cosh y Y ¿cos z senh y; 
(o) f(z) = e (cos z + i sen 2); 
(d) f(e) = (è — 2)e™= (cos y — i seny). 


2. Diga por que cada uma das seguintes funções não é analítica em nenhum ponto: 
(a) fl) = xy + iy; (0) F(2) = eY (cos x + i sen x). 


3. Determine os pontos singulares de cada uma das seguintes funções e diga por que a função 
` é analítica em todos os pontos, exceto nesses pontos: 


m+. q 
6D b) 


(a) ti; @ erro”. 


22 
23242" 


Resp. (a) 2= 0, ti; (0) 2= -2-1 ti. 
Te 


4. Sendo z = rícos 0 +i sen 8), mostre que a função 
F(2) = logr +10 (> GS 0< 3) 


é analítica no domínio de definição indicado e que Fº (2) = 1/z aí. Diga, então, por que a 
função composta F(2z + i - 2) é função analítica de z no domínio x> 1. 

5. Seja u + iv analítica. Diga porque —» + ju também é analítica. Mostre que, por conseguinte, 
se u e v são funções harmônicas conjugadas, então u € -» também o são. No gxemplo dado 
na Sec. 20, portanto, 3xy? - x? +C é outra conjugada harmônica da função y` - 3x. 


6. Mostre que u é harmônica em algum domínio e ache uma conjugada harmônica V, quando 


e 2 

() u=2x(1-y); (b) u= 2x -x3+3xy'; 

(o) u=shx seny; @) u= yett 
Resp. (a) v =x?-y?+2y; (c) v= -chx cosy. 

7. Sejam u e v são funções harmônicas conjugadas. Suas curvas de nível são as famílias de 
curvas u =c} e »= cz. Mostre que estas famílias de curvas são ortogonais. Mais precisa- 
mente, mostre que,'em cada ponto (%o,Yo) comum a duas curvas u = C1 ev=ca, as tan- 
gentes (ou normais) às duas curvas são perpendiculares, desde que du/ôx e du/dy não se 
anulem simultaneamente no ponto, isto é, desde que fa) o onde f=u+iv e 
Zo = Xo + iyo. 


F 
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8. Mostre que, quando 


9. 


10. 


11 


12, 
` fE) = u(r,0) + iv(r,0), use as condições de Cauchy-Riemann em coordenadas polares para 


13. 


“Y, 


fo=urw=2, 


as famílias de curvas u = c; e v = ez são como mostra a figura 14. Observe a ortogonalidade, 
destas curvas demonstrada no exercício 7. As curvas u = 0 e y = O se encontram na origem 
e não são ortogonais uma à outra. Por que este fato não contradiz o resultado do exer- 


cício 7? 


/ 
f 
I 
bo ss 
i 
l 


Fic, 14 


Esboce as famílias de curvas u = C1 € y» =c quando f(z)= 1/z e observe a ortogonali- 
dade demonstrada no exercício 7. 


Esboce as famílias de curvas u =c} e v = ca quando 


tos dal, 
e observe como os resultados do exercício 7 são ilustrados aqui. 
Resolva o exercício 9 usando coordenadas polares. 
Seja f uma função analítica num domínio D que náo.contém o ponto z= 0. Sendo 


mostrar que, em D, tanto u como v satisfazem à equação de Laplace em coordenadas 
polares, 


2, 2, 
p Bu, du, Pu 


E ER ag? =0 (8 em radianos), 
supondo que todas as derivadas parciais de u e y até a segunda ordem sejam contínuas. 

No domínio r> 0,0 < 8 < 27, mostre que a função u = log r é harmônica (Exercício 12) 
e ache sua conjugada harmônica. A 
Resp. v=0+c. 


Sendo uma função f=u+iv ea sua conjugada complexa f= u - iv ambas analíticas num 
domínio, mostre que f é constante. 
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15. Sendo f analítica num domínio, mostre que o seu valor absoluto Ifl não pode ser cons- 


tante a menos que f o seja. 

16. Explique por que a afirmação final na Sec. 19, de que a função composta f(g) de duas fun- 
ções inteiras é inteira, é verdadeira sem qualquer qualificação, Também, diga por que uma 
combinação linear bf + cg, onde b e e são constantes complexas, de funções inteiras feg 


é inteira. 


ez 


CAPITULO 3 


Funções Elementares 


21. A Função Exponencial. Definimos a função exponencial, exp, em ter- 
mos de funções reais, pela equação . 


m0. t exp z = e*(cos y + 1 sen y), 
onde z = x + iy e o número y é usado como medida em radiano do ángulo na defi- 
nigáo dos números cos y e sen y. O símbolo e” também é usado para indicar 
exp z; mas, no momento, este símbolo náo pode representar a z-ésima poténcia da 
base e do logaritmo natural, pois, até agora, só foram introduzidos os expoentes 
reais. Observe que exp z é univalente para cada z. 

Como justificativa da escolha da definição (1), notemos primeiro que, no caso 


y = 0, a definição se reduz à da função exponencial real, exp x = ex. No caso 
x = 0, a equação (1) fica 
(2) exp (iy) = cos y + i sen y. 


Esta definição de exp (iy), ou e? , é natural se esperamos que a representação em 
série de Maclaurin de e! (£ real) se aplique quando * é substituído por iy;a série 
para exp (iy), então, pode ser escrita, formalmente, 


o (iy) _ < yan ` dlmyant 


o nl en?) n FT 
nmo n=0 . n=0 A 
Š AV oa A 
se 1) td 1) EFD 
n=0 n=0 


onde O! = 1. As dúas últimas séries aqui são as séries de Maclaurin para cos y e 
sen y, respectivamente. 

De fato, exp z é definida frequentemente como soma de uma série de potén- 
cias em z, que se reduz à série (3) quando x = 0. Mas, então, deveremos introduzir 
séries infinitas em potências de z (cap. 6), antes do estudo de funções exponenciais. 


44 


FUNÇÕES ELEMENTARES — 45 


A função exponencial (1) é uma função inteira. Decorre do Teorema 1, 


Sec. 18, visto que as partes 
(4) i “u=ecosy v=eseny 


e suas derivadas parciais são contínuas e satisfazem às condições de Cauchy-Rie- 
mann em todos os pontos. Além disso, 


du p _ ; 
F +iz =u + ù, 
“isto é, 
é d a, d o 
“(9 e dj PE exp. 


As duas funções (4) são funções harmônicas conjugadas de x e y no plano 


is são ão inteira (Sec. 20). 
todo, pois são as partes de uma função inteira (; ; E i 
Se w é uma função analítica de z num domínio D, então a função composta 


ã j á ial é inteira. 
exp w é uma função analítica de z em D porque a função exponenci 
De acordo com a fórmula (6), Sec. 16, para a derivada de função de função, tem-se 
` d dw 
(6) e exp w = ¿exp U, 


quando z está em D. 


22. Outras Propriedades dê exp z. Como ex > O “para todo número real x, 
para cada z nossa definição +. 


(1) exp z = e*(cos y + 1 sen y) 
representa o número complexo exp z na forma polar 


(2) exp z = p(cos $ +i seng), onde p = è, $ =y, 
isto é, lexp zl =.eX e y é um valor do argumento em radianos: os 


6) le] = e, - arge = y. 


Logo lezi > 0 para todo valor de z, o que significa que 


(4) exo0 para qualquer número z. 

De acordo com a representagáo (2), para cada valor positivo de p existe um 

valor de x (x = log p) e; independentemente, a cada ángulo $ corresponde um valor 

y O = 6). Conseqientemente, o contradomínio da função exponencial é o plano 
“complexo inteiro menos a origem p = 0. 
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As fórmulas para operações sobre númieros em forma polar também tomam for- 


Devem existir valores de z tais que exp z = - 1, por exemplo. Como - 1 tem 
mas mais simples; por exemplo, Z = r exp Cio) e 


a forma polar (2) onde p = le g=mt2nn(n=0,1,2 
+ Edo A AS , Segue- 
x=0ey=mt2nm,ouz=(1+2n)i. E a 
As leis de expoentes para a função decorrem de representação (2) de exp z 


0) zzz = rm exp li + 00), z = Z exp lile — 60] 


em forma polar e das fórmulas (Secs. 7 e 8) i ê 
n ? . para produtos, quocientes, potências 
raízes de números complexos em forma polar. Escrevemos z; = x; + iy a id 
a > , 
exp 21 = pilcos dy + 1 sen gr) onde pi = e, $1 = j 
= Yu ( 
exp 22 = palcos $2 + i sen qa) onde p: = en, y = e E 
Então, i l l 
1, Mostre que 
PEN i = pileos (BEE AHi kl H aN (a) exp 0.= 1; $ Ņ exp (2 + 3ri) =.—8; 
= esteneos (yı + ya) + à sen (ya + ya)l. (c) exp G i) =i (0) op H vos i 
M: PU - 1+x2 i à | e 
as =ø e Xi 4x2 + iy +y2)=Zı tz; portanto 2. Mostre que l 
(5) (exp z1)(exp 21) = exp (21 + 29). (0) exp (+10) = ~ep z; 
(b) exp (—nz) = ESAN 


Da mesma maneira obtemos a fórmula 


Ba Sd. epa L exp (1 — z); 


exp 22 


em particular, 1/exp z = exp (-2). Também, se m e n são inteiros positivos, 


(exp 2)" 


. Quando z tem à representação polar z = r exp (i0), mostre que 


(a) 2 = r exp (=16); (5) exp (log r +40) = z.. 


4, Determine todos os valores de z tájs que : 
Y) (exp z)” = exp (ne), (a) expz = —2; (b) expz=1 + iv'3; (é) exp (22 — 1) =1. 
(8) (exp 2)mn = exp E + a) Repo) z m log 2: (2n + Dri; (o) em dd e 9412..) 
. Deduza, com o auxílio das fórmulas da Sec. 7, as leis exponenciais oe ON ` 


(k=0,1,2 ...,n-1). 


Visto que.exp (2 + 2ni) = ex Z 
e p Z exp (2ni) e exp (201) = 1, a E 
cial é periódica com período 2mi, isto é, i cd 


(9) exp (z + 211) = exp z. 


Da definição (1) podemos ver que 


(10) exp Z = exp z. 


E Em termos da função exponencial, a forma polar de um número complexo, 
z =r (cos 8 + isen6), tem as representações convenientes 


(11) ; Zz = f exp GO) = reit, 


Gana 


: Deduza, com 0 auxílio das fórmulas da Séc. 8, a fórmula exponéncial'(8). ' 
, Mostre que exp (iz) + exp (iz) a menos que 2 = Hmm, ondéen=0,1,2........ 
. Simplifique lexp (22 + Dle lexp (2º), e mostre que 


À lexp (22 + 1) + exp (i2) S et + e7. 


Mostre que lexp (-22)] < 1 se, e somente se, o ponto z se encontra no semi-plano x> 0. 
|. (a) Mostre que se exp z é real, então a(z) = Ear (n=0,1,2,.. 0). 


(b) Para que conjunto de valores de z exp Z é imaginário puro? 


. Examine o comportamento de (a) exp (x + iy) quando x ->=00; 


(b) exp (2 + iy) quando y >%, | 
Diga por que a função 27-328 +e” é inteira, 


. Prove que exp Z não é analítica em nenhum ponto. 


Mostre, de duas maneiras, que a função exp (2%) é inteira. 
Qual é sua derivada? 


Resp. 2z exp (e). 
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15. Simplifique R[exp (1/2)]. Por que esta deve ser uma função harmônica de x e y em todo do- 
mínio que não contenha a origem?. . 5 
16. Sendo u + iv uma função analítica de z num domínio D, mostre que as funções U e V, onde; 


U(z,y) = exp [u(z,y)] cos [v(z,y)l, 
V(z,y) = exp [u(z,y)] sen [v(z,4)], 


devem ser harmônicas em D e que, de fato, elas são funções harmônicas conjugadas. 
23. As Funções Trigonométricas. Das fórmulas 
ev = cos y + i seny, ev = cos y — iseny, 


segue-se que, para todo número real y, 


ey + e iv — et 
(1) 3 = cos y, z = seny. 


- É natural, portanto, definir as funções co-seno e seno de uma variável complexa 
z como sendo 5 
gh — er 


2i 


Ambas as funções sen z e cos z são inteiras, pois, de acordo com as fórmulas 
(2), elas são combinações lineares (Exercício 16, Sec. 20) das funções inteiras exp 
(iż) e exp (iz). j ` 

Conhecendo as derivadas das funções exponenciais nas fórmulas (2), obtemos 
as seguintes fórmulas de derivação: É 


(2 cosz = 


gu era 
le, sen z = 


d. d 
(3) Fa asd cado OR ii 


As outras quatro funções trigonométricas são definidas em termos das fun- 
ções seno e co-seno pelas relações usuais 


Sena cos z 
tgz = , cotgz = A 
cos z snz 
(4) À 
secz = , cosecz = y 
:008Z senz 


Assim sendo, tgz e secz são analíticas em qualquer domínio onde cosz + O, 
e cotgz e cosecz são analíticas em todo domínio onde sen z + O. Derivando os 
segundos membros das equações (4), obtemos 


d divs 
= #875 sec? z, g ctgz= -cosec?z, 
(5) sos sec Z = sec Z tg Z pl cosec Z = -cosec Z cotg Z 
A dz á dz Es 
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Ê a a E 
Ene + , 


Da definição de cos z segue-se que 4 


cos (z + iy) = He + et) 


cosz = q 
= Je rv(cos z + à sen 2) + Jer(cos z — + sen z) 
y v e — gr 
=? te cos 2 — i —— Sena. 


Assim, as partes real e imaginária de cos z são como mostra a seguinte fórmula: 
r b 


(6) cos z = cos (x + iy) = cos x ch y *.jsen x sh y. 

Da mesma maneira temos ; 

(7 l . sen z = sen ($ + iy) = sena chy + i cosx shy. 
É o: das fórmulas acima, que 

(8) sen (iy) = ¿sh y, cos (iy) = chy, 

e também que sen Z e cosZ sã 


ctivamente. o ds 
P Das fórmulas (6) e (7) e da definição de tgz, decorrem imediatamente | 


seguintes propriedades sobre o caráter periódico das funções: 


o os conjugados complexos de senz € cosZ, T 


im 
(9) cos (z +1) = -cos 2, sen (z + 11) = sen Z, 5 
: 2 
tg E +7) = tgz; ¡3 
$ ] z 
(10) cos (z + 27) = cos Z, sen (2 + 211) = sen z. i 2 


24. Propriedades Adicionais de Funções Trigonométricas. Usando as fórmulas 
(1) e (2) ou as fórmulas (7) e (6) da secção precedente, o leitor poderá mostrar que 


(1). IsenzP = sen? x t s? y. 


(2) IcoszP = còs? x + sh? y. 


nz e cos z não são limi- 


É ôbvi stas duas fórmulas, que as funções complexas se 
pp n s valores absolutos das 


tadas em valor absoluto, enquanto que, em variáveis reais, O' 
funções seno e co-seno nunca são maiores do' que um. a 
As identidades trigonométricas esperadas ainda são válidas em variáveis com- 


plexas: 


(3) sen?ztcos z = 1, 
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(4) sen (zı +23) = sen Z, cosz; + cosz; sen zz, 
(5) Cos (2, +27) = cosz, COSZ% = Senz; senza, 
(6) sen (-2) = -sen z, cos (-Z) = cosz, 
gi 
(7) sen G - 3) = cosz, 
(8) sen 2z = 2 sen Z cosz, cos2z =cos*z-sen?z, etc, 


As demonstrações podem ser feitas baseando-se inteiramente nas propriedades da 
função exponencial. Elas são deixadas como exercícios.. 

Um valor de z para o qual f(z) = zero se.diz zero da função f. 

Os zeros reais de sen z e cos z são seus únicos zerós. A fim de provar isto 
para a função seno, seja sen z = O. Então, de acordo com-a-fórmula (7); Sec.-23; 
x'e y devem satisfazer às equações simultâneas ` Nado 


senxchy =0, cosx sh y = 0. 


Como x e y são reais, ch y 2 1, nunca se anulando, e sen x = O somente para x = Q, 
, 


tm, 221, .... Mas para esses valores de x x 
Ma eds cos x não se anula. Portant = 
isto é, y = 0. Logo Rd 


(9) sen 2 = 0 implicaz=0ouz=tnr(n=1,2,...). 
Esta afirmagáo também se aplica a tg z. De um modo análogo obtemos o seguinte: 


OO: cosz=0 implicar EDE asia.. 


Em vista da afirmação (10), os pontos singulares de tg z são os pontos 
z = + (2n - 1) 1/2; a função tangente é analítica nos outros pontos. 


EXERCÍCIOS 


+ Estabeleça as fórmulas de derivação (5), Sec. 23. 
» Deduza as fórmulas (7) e (8), Sec. 23. 
. Deduza a fórmula (1) acima e mostre, então, que 


PNL 


lsh yl £ len zlE ch y. 
4. Deduza a fórmula (2) e mostre, então, que 


IshylSicosziSenhy. 


Pin 


. Mostre que |senzl=lsenx| e |coszl 2|cosxL 
. Estabeleça as identidades (3) e (4) desta secção. 
7. Prove que 
2 
(a) 1+1g%z = sec? Doma (b) 1+ cotg? z = cosec? z. 


8. Estabeleça as identidades 


(a) 2 sen (zı + 22) sen (zı — 22) = cos 22; — eos 22; 
(b) 2 cos (21 + 22) sen (zı — 22) = sen 22, — sen 22». 


vii mist ma 
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9. Mostre que cos (iZ) = cos (iz) para todo z, e que sen (iZ) sen (iz) a menos que z = nni, 
onde n = 0,1,2,.... 


10. Prove a afirmação (10) desta secção. 

11. Com o auxílio das identidades no exercício 8, mostre que 

(a) se cosz] = COS Za, então 2z)= tz Ł 2%; , ` 

(b) sesenz; =senza, então Z2 =Z; +2nī ou za =-21 :(2n+1)7, onde n=0,1,2,.... 


12 Ache todas as raízes da equação cos z = 2. 
L V3) (1=0,1,2,...). 


Resp. 2=+2mr+ i ch™ 2 = 2n + ilog (2 + 


9 Ache todas as raízes da equação sen z = ch 4. 


Resp. 2 = (Et IMA 0,12... 


14. Mostre, de duas maneiras, que cada uma das seguintes funções é harmônica em todos os 
pontos: 
a) snx sh J: ma (b) cos 2x sh 2y. 
15. Sendo w uma função analítida de z em algum domínio, explique por que sen w e cos w são 
funções analíticas de z nesse domínio com derivadas cos w dw/dz e -sen w dw/dz, respecti- 


vamente. 
16. Mostre que cada uma das funções 
(a) senZe (b) cos Z não é analítica em nenhum ponto. 


25. Funções Hiperbólicas. As funções seno e cosseno hiperbólicos de uma 
variável complexa são definidas como as de variável real, isto é, 
ezt+ez 
2 $ 
A função tangente hiperbólica de z, é definida pela equação 


ta z 


-e7 
q) ha Ef, chz = 


e, então, cotgh z, sech z e cosech z são definidas como sendo as inversas multiplica- 


tivas (não funções inversas) de tgh z, ch z e sh z, respectivamente, . 
Como exp z e exp (-2) são inteiras, segue-se, das definições (1); que sh z e 
ch z são funções inteiras. A função tgh z é analítica em todo domínio que não con- 


tenha zeros de ch z. 
O cálculo e a álgebra das funções hiperbólicas são deduzidos facilmente das 


definições acima. As fórmulas são as mesmas estabelecidas para as funções corres- 
pondentes de variável real: : $ E 


di: d | 
(2) q $75 hz g hz=shz, 
a Er 2 á = 2 
(3) dz tghz = sech*z, dE cotgh z = -cosech' z 
(4) 4 sechz = -sech z tgh z, 
+ cosech z = -cosech z cotgh z. 
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Algumas das identidades mais usadas são: 


(5) dêz - sz = 1; 

(6) sh(21 +22) = sh zı chz2+ chz sh 22; 
(9) ch(z, + 22) = chz, chzz+ shz, sh 22; 
(8) sh 2z = 2 shz ch2; 

(9) sh(-z) = -sh z, ch(-z) = ch z. 


As relações entre as funções hiperbólicas e as trigonométricas circulares tam- 
bém decorrem das definições dessas funções em termos das funções exponenciais: 


(10) sh (iz) = i sen Z, ` ch (iz) = cos z, 
(11) -- sen (iz)= i sh-z, -cos (iz) = ch.z,. 


As partes real e imaginária das duas primeiras funções hiperbólicas são como 
mostram as seguintes fórmulas: - 


(2) sh (x + iy) = sh x cos y + i ch x sen y, 
(13) ch (x + 1y) = chx cos y +ishx seny. 


O leitor poderá mostrar, de várias maneiras, que 


(14) Ish z? = sh? x + sen? y, 
as ich zÊ = sh? x + cos? y. 


As funções sh z e ch z são periódicas com período 2ní; seu quociente tgh z 
também é periódico com período ni. Os zeros de sh z são os números + nni, e os de 


chz são (n +5 ai, onden=0,1,2,.......o..... O último conjunto de nú- 
meros, Z = + (n +) ni, é, por conseguinte, o conjunto dos pontos singulares da fun- 
ção tghz. 


EXERCÍCIOS 


1. Deduza as fórmulas de derivação (2) e (4). 
2. Prove as identidades (5) e (7). 
3. Mostre como as fórmulas (12) e (13) decorrem das identidades (6), (7) e (10). 
4. Deduza a fórmula (15) e mostre, então, que shix| É lchz |Schx. 
5. Mostre que sh (2 + Ti) = -sh z e ch {z + mi) = -ch Z, e, portanto, que tgh (2 + ni) = tgh z. 
Determine todos os zeros de (a) shz; (b) chz. 
Å 7) Determine todas as raízes das equações 


(a) azs; (b) shz =i; (e) chz=-2, 
Resp. (a) ES +2mm; (b) tm (1=0,1,2,...). 


8. Por que a função sh (e7) é inteira? Escreva sua parte real como função de x e y e diga 
por que esta parte deve ser harmônica em todos os pontos. 


FUNÇÕES ELEMENTARES - 53 


26. A Função Logarítmica. Ramos. Doravante vamos escrever Logrou nr, 
ao invés de log r, para indicar o logaritmo natural real de um número positivo r. 
Definimos a função log de uma variável complexa z, onde z = r exp (16) e o argu- 
mento 9 é medido em radianos, pela equação A o 


(1) logz=log (rei) = Log r + i0 se r> 0. 
A definição é natural no sentido de que a mesma é escrita usando formalmente pro- 
priedades de logaritmos reais. 

Em correspondência ao argumento particular O de z tal que 


T<0S7, 
podemos escrever z = r exp li (© + 2nm)], onde n = 0,1, 2,.... Assim, a fórmu- 
la (1) póde ser escrita A E a aia i 
2) logz = Logr+i(9+2nm) (1=0,1,2,...), 


isto é, a função log z é multivalente com infinitos valores. Chamaremos de valor 
principal de log z o número definido pela fórmula (2) quando n = 0, e o indicaremos 
por Log 2; 


(3) “ Logz=Logrtio (r>0,-1<0Sn). 


Observe que se z é real e positivo, então z =r, de modo que o símbolo Log r repre- 


senta o valor principal de logr. 

Consideremos o comportamiento da fungáo univalente Log z, definida pela 
fórmula (3), em cada ponto Z = xo (xo < 0) do eixo real negativo. Num tal 
ponto r = -xo e O = 7. À parte imaginária O de Logz não é função contínua dez 
em xo, pois seu valor em xp é 7 ao passo que seu valor na parte inferior de cada 
vizinhança arbitrariamente pequena de xo é próximo de -T. Consegiientemente, 
Logz não é contínua no ponto Z =Xo €, portanto, sua derivada não pode existir aí. 


A função univalente 
(4) Logz = Logr+i0 (r>0, -n <0<7), 


definida em todos os pontos z = r exp (10), exceto na origem e nos pontos do eixo 


- real negativo, possui as partes contínuas 


u = Logr, v=0 
no seu domínio de definição. Além disso, as derivadas 
du 1 ðu dy oy 


cy TT a0 O.a TO 307! 


são todas funções contínuas do ponto z nesse domínio e satisfazem às condições de 
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Cauchy-Riemann em coordenadas polares. Segue-se, então, do Teorema 2, Sec. 18, 


que a função Log z definida pela equação (4) é analítica no seu domínio de defini. ` 


ção r> 0,-1<6O<wm. Além disso, 


d (Qu 0 1 
LE = a ti) s mace- 
de Logz = exp (0) E i 2 EO 
isto é, a fórmula para a derivada desta função é 


d 
(5) E Log z = (240, n<argz<7). 


"Podemos tornar a função lög z, defiriida'pela equação (1); univalente e -con- 
tínua restringindo r e 6 de modo que r> 0e fo <0 <0p + 2r, onde do é qualquer 
ângulo fixado em radianos. Assim, podemos escrever 


(6) log z = Log r + iĝ (r> 07% <0<0 + 27). 


No domínio de definição desta função, Log r e 8 e suas derivadas parciais em rela- 
ção ar e O são funções contínuas de z, e as derivadas parciais satisfazem às condi- 
ções de Cauchy-Riemann em coordenadas polares. Logo log z é analítica no domí- 
nior>0,8 < 8o + 271, e 

d 1 
(DM. T log z = z (r> 070% < arg z < 0, +27). 


Um ramo F de uma função multivalente fé qualquer função univalente que 
é analítica em algum domínio, tal que em cada ponto z desse domínio o valor F (2) 
coincida com um dos valores f (Z). A exigência de analiticidade não permite uma se- 
leção arbitrária dos valores de f para F. 

Em vista desta definição, os valores principais do logaritmo, descritos pela 
equação (4), representam um ramo Log z, ramo principal, da função multivalente 
log z. Mas, para cada O fixado a função definida pela equação (6) também é um 
ramo da mesma função multivalente. 

Cada ponto do eixo real negativo O = 7, assim como à origem, é um ponto sin- 
gular do ramo principal Log z, de acordo com a nossa definição (Sec. 19) de ponto 
singular. O raio O = 7 é o corte de ramo, para o ramo principal, reta ou curva de 
pontos singulares introduzida ao definir um ramo de uma função multivalente. O 
raio 6 = 0, é o corte de ramo para o ramo (6) da função logarítmica. O ponto singu- 
lar z = 0, comum para todos os cortes de ramo para a função multivalente log z, é 
chamado nó de ramos (também: ponto de ramificação). 


27. Propriedades de Logaritmos. -Se w = log z, então, independentemente 
do valor usado para log z, podemos escrever a relação inversa 


| 
l 
j 
i 
Al 
1 
H 
H 
| 
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e” = exp (Logr + ið) = exp (Log r) exp (10) = re? =z 


isto é, para cada um dos valores log z, 


(1) exp (log z) = Z (z & 0). 


Consegúentemente, se e? = w ez =x + iy, então 


log w = log (exeiy) = Log ex + it 2pm) = x + iy + pri 


onde p=0,1,2,........ Para o valor de log w que corresponde ao valor p = 0, 
tem-se a, 

à 4, 
(2) log w =Z quando =w, 


isto é, para a escolha apropriada do logaritmo, 
(3) log (exp z) = z. 


As funções exp e log são portanto inversas uma da outra. 
Sejam z, e zz dois números complexos, onde 


a =h exp (101), 2 =n exp (ih) (1 > 0,1 > 0). 
Como Log r, + Log n = Log (rh), podemos escrever ` 


log zı + log z2 = Log (1172) + ¿(0, +02), 


onde os valores escolhidos para 0, e 8, dependem dos valores selecionados para 
logz, e log zz. Mas o número no segundo membro é um logaritmo particular de 
rir exp [i (81 + 02)]; logo 


(4) log z, + log za = log (2,22), 


desde que escolhamos o valor apropriado do logaritmo no segundo membro. 
Analogamente, para cada escolha de logz, e logz, existe um valor de 


log (z1 /z2) tal que 


ndo 
(5) log 2, - log z = log + A E bes 
Como ilustração da fórmula (4), sejam a giae t Ru 
LES, 
z =z =" =-1 e log z, = log zz = mi 


pl 
$ 
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Então, log z, + log 2 = 2ni e 212%2= 1. A fórmula (4) é satisfeita quando escolhemos 
log 1 = 2ri; a mesma não é satisfeita quando escolhemos qualquer outro valor de 
log 1, o valor principal Log 1 = O por exemplo. 

Sejam, agora, m e n dois inteiros positivos fixos e 


z=rexp(i0) (150, n<0S7). 


Quando p e p’ tomam sucessivamente os valores 0, 1,2,...... , todos os números 
dos dois conjuntos m log z e log 2”! são dados pelas equações 


(6) m logz =m [Log r + ¿(6 + 27p)] 
$ ; = Log r” + ¿(m8 + 2ump), 


(7) “Jog 2! = Logr" + ¡(m8 + 2mp”. 


O segundo conjunto de números contém o primeiro; de fato 


(8) log z” = mlogz quando p’ = mp. 

Por outro lado, o conjunto (1/n) log z e o conjunto log (217), onde z!”".por si já é 
um conjunto de n números, são os mesmos. Com efeito, quando q=0,1,2,...... 
n-l, 


n log (21º) =n log [rim exp (18204 


= Log r + ¡[0 + 27 (q + pn)] 


e + pn + q representa o mesmo conjunto de inteiros que o conjunto + p (p= 
UA e O ). Logo n log (2*”) = log z, ou 
(9) log (217) = a log z. 


Como a fungáo exponencial é periódica com período 2ri, vemos, das equa- 
ções (6) e (7), que 


exp (m log z) = exp (log 2”), 
onde a escolha de valores dos logaritmos é arbitrárias Quando log z toma seus valo- 
res sucessivos, então, de acordo com a fórmula (9), 
exp = log 2) = exp [m log (21")] = exp [log (27). 


Mas, em vista da fórmula (1), cada um dos n números 24? pode ser escrito 
exp [log (2”"")], e portanto i 
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ë 
(10) gr = exp (E log 2) 3 


Assim, para os vários valores đe log z o segundo membro toma exatamente n valo- 
res distintos, os números z”"”, 


EXERCÍCIOS 


+ +. , mostre que 


1. Quando n=0,1,2, 
(a) log 1 =.+ 2n1i; E (b) log cp =E(Qn+ 1) m; 


€) logi =} nit 2nm; @ log (2) =} mi + nmi. 
2 4 


2. Mostre que Y 
(a) Log (ei) = 1-4 mi; ; (b) Log (1 -D=> Log2- mi. 
6) Ache todas as raízes da equação log 223 mi. z i š 
Resp. 2 =i. f 3 a ef 
(4) Ache todas as raízes da equação e? = -3. . 
Resp. z = Log3 + (2n + 1) ni. Dea, e = ` 
5. Estabeleça a fórmula (5) desta secção. 2 da e + IKTA = 


6. Para todos os pontos z do semiplano x >0 mostre que = 


Logz = + Log (2? +y)+ i arctag O, <. ne 


onde arctg t indica o valor principal usado no cálculo, isto é, -11/2 <arctg t <7/2. Use esta re- 
presentação juntamente com o Teorema: 1, Sec. 18, para dar uma outra demonstração de que o 
ramo principal Log z é analítico no domínio x >0 e a fórmula (5), Sec. 26, é válida aí. Note, 
entretanto, o aparecimento de algumas complicagóes com a inversa da tangente e sua derivagáo 
na parte restante do domínio de analiticidade, 7 >0, -n Larg z <T, de Logz, especialmente 
na reta x = 0. 

7. Mostre, de duas maneiras, que a função Log 0? y’) é harmônica em todo domínio que 

não contenha a origem. 
8. Escreva z = r exp (i0) e z - 1 = p exp (if) e mostre que 


R [log (2 - 1)} = + Log (1 ++? - 2r cos 0) (2 EI). 


Por que esta função deve satisfazer à equação de Laplace quando z % 1? 


28. Expoentes Complexos. Quando o expoente k é um número racional real, 
k = mjn, a fórmula (10) da secção precedente apresenta os n números zé na forma 


(1) xp (k log 2) (k=5,240). : 


Antes definimos z“* como sendo 1/2k. 
Vamos, agora, definir ze, onde o expoente c é qualquer número complexo, 
substituindo k por c na fórmula (1), isto é, 


k 
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Z = exp (c log z) (z, c complexos, z + 0). 


e 


A definição identifica os dois conjuntos de números 27% e 1/zº: 


1 
gt=—. 
ze 
Esta inclui a fórmula (1) como caso particular, mas a mesma também define a fun- 
ção multivalente z” quando c é real e irracional e quando c é não-real. Por exemplo, 


ni, exp (-2i log i) = exp [ a+ a + 2nm)i) 


= exp (n + 411) 
(1 =0,1,2,...). 


Se z = rexp(i0) e do é uma constante real, a função 
(3) log z = Logr + ið (r>0, 0) <8 < bo + 27) 


é uni-valente e analítica no domínio indicado, como também o é a função composta 
exp (c log z). Assim, a função zC definida pela equação (2), em que log z é definida 
pela equação (3), é uni-valente e analítica no domínio r >O, Uo < 0<% +21. A 
derivada deste ramo da fungáo multivalente, (2) pode ser escrita, em termos do lo- 
garitmo definido pela fórmula (3), ` 


exp (c log Z) 


exp (log z) 
=c exp [(c - 1) log z]. 


dc. Ciao 
(4) dg * = exp (c log z) 7 = 
O último membro é a função univalente cz"; assim, 
d ze ct E 
(5) ir (r>0,0 <0 <0, + 27). 
Em particular, quando 6, = -7, de modo que -r < 8 <7,a função 


(6) ze = exp (c Log 2) (20) 


e o ramo principal da função, multi-valente, potência (2). Este ramo é univalente e 
analítico no domínio r >0, -n < 8 <7. O valor principal de ez, como potência de 
e, é portanto exp (z Log e) = exp Z. 

Como exemplo, escrevemos o valor principal de (~-f: 


exp [i Log (-i)] = exp |: G 3) = exp 5 . 
2 
Como outro exemplo, o ramo principal de z3 , 


'2 
Z = exp E Log z) = exp é Log rt 3:10) =YF exp GE 8i), 
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é analítica no domínio r> 0, -n < 8 < x, como podemos ver a partir do Teorema 
2, Sec. 18. 

De acordo com a definição (2), a função exponencial com base c, onde c é 
qualquer constante complexa distinta de zero, pode sér escrita 


10) cz = exp (2 log c) (c £ 0). 


Quando o número log c é especificado, c7 é uma função inteira de z e a fórmula de 
derivação para esta função é facilmente deduzida: 


d 
— g= l c +0). 
(8) g *=“lgc (c +0) 
29. Funções Trigondmétricas inversas. As inversas das funções-trigonométri- 
cas e hiperbólicas podem ser descritas em termos de logaritmos. 
Definimos a função w = sen” *z como sendo a inversa da função seno; assim, 
e iw 
z=senw= 


= e” 
2i 


Podemos obter e”, então, resolvendo a equação 
eW DizeiW -1=0, 


que é quadrática em eiw. É fácil ver que 
1 
eiw=iz Fu -22)%, 
i j 
onde (1 - z?)? é, como sabemos, uma função bivalente de z. Finalmente podemos 
escrever 


(1) w = sen”!z = -i log [iz + (1 ~ 215, 


que é uma função multi-valente com infinitos valores. Quando usamos ramos parti- 
culares da raiz quadrada e do logaritmo, a fungáo (1) se torna univalente e analíti- 
ca por ser uma composição de funções analíticas. a Cai 

De modo análogo, podemos ver que as inversas das funções cos w e tg w são 
descritas pelas seguintes fórmulas: 


(2) cos iz = -i log [z + (2? - DZ), 
a i, l-k do itz 
6) tg 2=5 log e Z BT" 


As derivadas destas três funções podem ser escritas a partir das fórmulas aci- 
ma. A derivada da última, 


EE 1 
(4) MD Tra: pe aê 
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+ 


9, Resolva a equação cos z = V 2 em relação a 2. 
10. Deduza as fórmulas (2) e (5) desta secção. 
11. Deduza as fórmulas (3) e (4) desta secção. 
12. Deduza as fórmulas (6) e (8) desta secção. 


não depende da maneira pela qual a função é tornada univalente. As derivadas das 
duas primeiras dependem dos valores escolhidos para raízes quadradas; por exemplo, 


(5) eta ap 


As inversas das fungúes hiperbólicas podem ser escritas, em termos de loga- 
ritmos, assim: 


© shz = log [z + (22 + 197), 
1 
(7) chriz = log [z + (2? - 197) 
1 1+z 
a, l 
(8) tgh z = dog pos 
EXERCÍCIOS j> di 
r OR” 
1. Quando n=0,1,2,....... , mostre que pois 
(0) O + ii = exp (- + m+2nn) exp G i Log 2); po 
(0) CD! = exp [t (On + Di) “q 
2. Ache o valor principal de i PE T + le 
oh E © a-o i 
Resp. (a) exp cm; (b) -exp (27°). E: 4% sal E = 012) 13 


3. Mostre ae: se z Ho, 
(a) 2º 
(b) leo = exp (k Log lzl) = Izl£ quando k é real. 


4. Sejam b, c ez números complexos com z 74 0. Sendo que todas as potências aqui são Le LES E ogre e n 
valores principais, mostre que E Jos Ed , > 
1 í E 
(a) ee = pr Ls 
(b) (en = gre (n=1,2,..0); la gunas cla 
(0) atas = abre; a 5 É = gre, . E o La 
RAKTA a 462 EX í 
5. Usando os valores principais de zí, escreva as funções harmônicas conjugadas u (1, 0) e Ae E 
v (1,0), onde zi = u + iv. í 4 ) 1 nayo 
6. Deduza a fórmula (8), Sec. 28; também, a fórmula para a derivada de cW em relação a z, Z= lr 144K) +2 ea, RR Tê 


onde w° (z) existe. 
7. Ache os valores de 

(0) BD; ©) gat, (nte; (d) tao 
Si Log 3; (d) tnm (n=0,1,2,...). 
Resolva a equação sen z = 2 em relação a z (a) identificando as partes real e imaginária nos 
dois membros; (b) usando a fórmula a). 


Resp. ¿ra +4n) tiLog(2+N3) (1=0,1,2,...). 


Resp. (a) +(nt 5 hrs 


8 


CAPITULO 4 


= Transformações 
por Funções Elementares 


O conceito de aplicação, ou transformação de pontos, por uma função f 
de uma variável complexa z foi introduzido em Sec. 11. Na realidade, definimos 
funções como transformações de pontos. Salientamos, na ocasião, que a natureza 
da função pode ser exibida graficamente, até certo ponto, pela maneira segundo 
a qual a função leva regiões e curvas de um plano complexo no outro. Mostraremos 
que o problema de encontrar uma função de x e y que seja harmônica numa região 
e satisfaça à certas condições prescritas sobre a fronteira da região, pode ser resol- 
vido por meio de transformações por funções analíticas. Tais problemas, problemas 
de contorno, na equação de Laplace são proeminentes na Física e Engenharia 
(Caps. 9, 10). Como preparativo para a resolução desses problemas, devemos ver 
como várias regiões são transformadas por funções analíticas elementares. 


30. Funções Lineares. A transformação por meio da função 


a) w=z+C, 


onde C é uma constante complexa, é a translação de cada ponto z- através do 
vetor que representa C. Isto é, se E 


z=x+iy, w=uti, C = C; +t iG, 
entáo a imagem de cada ponto (x, y) no plano-z é o ponto 


(1 +C1, y +C2) 


no plano-w. Visto que todo ponto numa regido do plano-z é levado no plano-w j 


nesta mesma maneira, a imagem da região é simplesmente a translação da região. 

As duas regiões têm a mesma forma, o mesmo tamanho e a mesma orientação. 
Seja B uma constante complexa cuja forma polar é B = bexp (if). Então, 

se z = r exp (iĝ), a função 

(2) w = Bz = bre 
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transforma o ponto (r, 6), do plano-z,-no ponto do plano-w, cujas coordenadas 
polares são br e 6 + f. Isto é, a transformação consiste em girar o raio vetor do 
ponto z em torno da origem, de um ángulo $ = arg B e em expandir ou contrair 
o raio vetor pelo fator b = |B}. Toda região no plano-z é transformada por esta 
rotação e expansão numa região geometricamente semelhante no plano-w. 
Aplicando a transformação (1) à variável w na equação (2), vemos que a 
transformação pela função linear geral ` ` 


(3) w=Bz2+C 

consiste na rotação pelo ángulo arg B e expansão pelo fator |B], seguidas pela 
translação pelo vetor Cim., ` 

Como ilustração, a função 


w=(L+iz+2-i 


transforma a região retangular no plano-z (Fig. 15) na região retangular no plano-w. 


Fra. 15 


Isto é evidente geometricamente, visto que arg (1 +) = 1/4 e |l +il=V2. 
Como outro exemplo, consideremos a imagem da região 0 < x < 1, faixa 
infinita entre as retas x = 0 e x = 1, pela transformação 


w= iz 
Como i = exp (im/2), a transformação é a rotação pelo ângulo m/2. Portanto a 
imagem da faixa dada é a faixa O < v < 1. Esto se vê também notando-se que 
u=-yev=x, pois w = iz. Quando O < x < 1 e y é livre, segue-se que 0 <y <1 
e u é livre. 
31. As Funções z”. Consideremos primeiro a função 


w=Z. 


Esta transformação pode ser descrita facilmente em termos de coordenadas polares. 
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Se z = r exp (i0) e w = p exp (if), então 
pe% a y2g210_ 


Logo a imagem do ponto (r, 9) é o ponto no plano-w cujas coordenadas polares 
são transformadas nos círculos 

Em particular, a função z? transforma o primeiro quadrante do plano-z, 
0 £9 S7/2,r 20, no semiplano superior do. plano-w (Fig. 16). 


Fra, 16. w = 22 


Os círculos em torno da origem, r = ro, são transformados nos círculos 
p = ro? do plano-w. A regido semicircular » S rọ, O £ 0 < m é levada na regido 
circular p £ rọ, e a parte dessa região semicircular no primeiro quadrante é 
transformada na parte superior da região circular, como indicam as linhas trace- 
jadas na figura 16. $ 

Na transformação das regiões acima consideradas, existe um único ponto na 
região transformada correspondendo a um ponto dado na região original, e 
reciprocamente. Esta correspondência biunívoca, porém, não subsiste para a 
região circular 


rSro, 0S0<2%% 
e sua imagem p £ rọ, uma vez que cada ponto da última região é a imagem de 
dois pontos z e -z da primeira. 
Em coordenadas retangulares a transformação w = z? fica 


ut iv =x?- y? + 2xyi, 


Se 2xy = cz, então v = c2, e reciprocamente, onde c, é uma constante real. 
Isto é, todo ponto da hipérbole 2xy = c, tem seu ponto-imagem sobre a reta 
horizontal y = cz, e todo ponto da reta é a imagem de algum ponto da hipérbole. 
Assim, a imagem da hipérbole é a reta inteira; mas a cada ponto w da reta 
correspondem dois pontos, z e -z, da hipérbole. Os pontos do ramo superior 
(y > 0) da hipérbole estão em correspondência biunívoca com os pontos da 
reta, pois, como já observamos acima, existe tal correspondência entre os pontos 
do: semiplano superior do plano-z e os pontos do plano-w. O ramo inferior da 
hipérbole também é transformado na reta em correspondência biunívoca. 

Da mesma maneira, a imagem da hipérbole x? - y? = c; é a reta u = essa 
correspondência entre pontos é biunívoca para cada um dos dois ramos da 
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hipérbole. As hipérboles, como pré-imagens das retas u = c ev = ca, foram 
ilustradas no Cap.2 (Fig. 14). 

O domínio x > 0, y > 0, xy < 1 consiste de todos os pontos do primeiro 
quadrante que ficam abaixo da hipérbole xy = 1, ou de todos os pontos dos 
ramos superiores de todas as hipérboles da família xy = c (0 < e < 1). A imagem 
deste domínio, portanto, consiste de todos os pontos de todas as retas v = 2c, 
isto é, a imagem do domínio é a faixa horizontal O < y < 2. 

Quando n é um inteiro positivo, a transformação 


w=2", o pet = paginas, 


leva a região angular.r"3.0,0 $ Y S n/n no semi-plano superior (p 20,0 $4 £ 11) 
do plano-w (Fig. 17), visto que p =r e $ = n0. A mesma transforma um arco 
circular 


Fic. 17. w = z", 


ir 


ren (MS0<e +21) 


no círculo p = rf". A correspondência entre pontos nos dois casos acima é | 
biunívoca. 


32. A Função 1/z. A transformação 
1 L 
w=— o 2=— 
z w 


estabelece uma correspondência biunívoca entre os pontos do plano-z e os do 
plano-w, exceto para os pontos z = 0 e w = 0; o primeiro não tem imagem e 
o último não é imagem de nenhum ponto. 

Em coordenadas polares a transformação fica 


E Toz 
i$ — À g-io 
pe po. 


Esta transformação pode ser descrita por meio das transformações consecutivas 
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ds 
z = et, w=7. 


A primeira é uma inversão em relação ao círculo unitário r = 1, isto é, o ponto z* 
se situa sobre o raio tragado pelo ponto z, e sua distância da origem é tal que 
lz'| Izl = 1. A inversão é seguida pela reflexão w = Z' no eixo real (Fig. 18). 
Assim, os pontos que ficam fora do círculo unitário sáo levados ao interior do 
círculo, e reciprocamente. Os pontos sobre o círculo são simplesmente refletidos 
no eixo real. 

Em coordenadas cartesianas, a equação 


x+iy 
nos fornece as relações 
, 
Xx 2 
u = vz- , 
x? + y” x? + y 
e PERREN an naak 
=pro ? ey? 


Se a, b, c e d são números reais, a equação 


“ 
o 


a) a(x? + y?) + bx + cy td 


representa um círculo ou uma reta, conforme a + O ou a = 0, Sob a transfor- 
mação w = 1/z, a equação (1) se toma ; 


(2) du + y?) + bu -cv +a = 0. 


1 


Reciprocamente, se u e v satisfazem à equação (2), então x e y são soluções 
da equação (1). Portanto, se a e d são distintos de zero, a curva e sua imagem 
são ambas círculos, isto é, círculos que não passam pela origem z = O são 
transformados em círculos que não passam pela origem w = O. 

De modo análogo, as equações (1) e (2) mostram que todo círculo passando 
pela origem z = O é transformado numa linha reta no plano-w. Retas no plano-z, 
por sua vez, se transformam em círculos passando pela origem w = 0, a menos 
que a reta passe pela origem z = O, quando, então, a imagem é uma reta passando 
pela origem w = 0. 

Se consideramos retas como “limites” de círculos, podemos dizer que a 
transformação sempre leva círculos em círculos. Em particular, as retas x = c, 
são transformadas nos círculos. 5 
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6) 


tangentes ao eixo-» na origem, e as retas y = cz nos círculos 
y v 
(4) , u? + y? +72 =0 


sec, %0 ec; #0, como mostra a figura 19. 
O semiplano x > €, tem como imagem a região - 


nu 
(5) Wir? 
Quando cı > 0, segue-se que 
AS 
(6) la A, 


isto é, o ponto w está no interior de um círculo tangente ao eixo-v na origem. 
Reciprocamente, se u e v satisfazem à desigualdade (6) e cı > O, então segue a 
desigualdade (5) e, portanto, x > c;. Consegiientemente, todo ponto no interior 
do círculo é a imagem de algum ponto no semiplano; assim, a imagem do semi- 
-plano é a região circular (6). 


33. O Ponto no Infinito. Pela transformação w = 1/z, ou 
š Lo 
pois = E e, 


os pontos z exteriores ao círculo r = R são transformados nos pontos w interiores 
ao círculo p = 1/R. O ponto w = O não é a imagem de nenhum ponto no 
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plano-z finito. Contudo, fazendo o raio R suficientemente grande, é possível 
fazer com que as imagens dos pontos exteriores ao círculo r = R caiam no 
interior de uma vizinhança arbitrariamente pequena -do ponto w = 0. 

É conveniente usar, às vezes, o conceito do ponto no infinito, ou ponto 
infinito, z = eo, Formalmente, este ponto é a pré-imagem do ponto w = O pela 
transformação w = 1/z, isto é, o ponto w = O é a imagem deste ponto pela 
transformação. Deste modo, quando fazemos uma afirmação sobre o comporta- 
mento de uma função em z = oo, estamos nos referindo, precisamente, ao compor- 
tamento da função em z' = 0, onde 2” = 1/z. 

Podemos dizer, por exemplo, que a função 


p4. 
0-2 


transforma o ponto z = eo no ponto w = 4, Isto significa que, se escrevemos 
z = 1/2', de modo que 


MA 
w= Gp) Wa 


então w = 4 quando z” = 0. Podemios dizer também -que w = oo quando z = 1 
se escrevemos w = 1/w”, então 


> 


w- 
427? 

e w = 0 quando z = 1. 

A noção do ponto infinito é uma abreviação para um processo de limite, 
e em caso de dúvida devemos lançar mão do uso direto de limites. A menos que 
se afirme o contrário, continuaremos a usar as palavras ponto e número complexo 
para significar pontos com “coordenadas finitas e os números complexos represen- 
tados por tais pontos. 


EXERCÍCIOS 


1, Mostre que a função w = iz + i transforma o semi-plano x > O no semiplano v > 1. 

2. Ache a regido que é a imagem do semiplano y > O pela transformação w = (1 + iz 
(a) usando coordenadas polares, (b) usando coordenadas retangulares. Mostre as regiões 
graficamente. i 


Resp. O semiplano v>u 


3. Ache a imagem da regido y > 1 sob a transformação w = (1 - iz. 
4. Ache a imagem da faixa semiinfinita x > 0,0 <y < 2 pela transformação w = iz + 1. 
Mostre as regiões graficamente. 


Resp. -1<4u<X1,v>0 
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5. Sendo B e C constantes complexas, dê uma descrição geométrica da transformação v 


w =B(2 +C). 

6. Descreva a região na qual o setor circular O < 0 < nj4, r < 1 é transformado pela 
função (a) w = 22; (b) w = 23; (c) w= 2%, i 

7. Qual é a préimagem, no plano-z, da região retangular delimitada pelas retas u = 1, 
u = 2, v = 1 ev = 2 sob a transformação w = 22? Ê 

8. Mostre que a função w = z? transforma as retas y = c em parábolas com foco comum 
no ponto w = O. Qual é a imagem da reta y = 0? 

9. Ache a imagem da faixa infinita O < y < 1/(2c) pela transformação w = 1/2. Mostre 
as regiões graficamente. 
Resp. u? + (v +e} >ê, v <0 

10. Mostre que a imagem do semiplano y >C, pela transformação w = 1/2, é o interior de 
um círculo, desde que c > 0. Qual é a imagem quando c = 0? E quando e < 0? 

11. Ache a imagem do quadrante x > 1, y >0 pela transformação w = 1/2. 

“E 

Resp. |w -4i <5 vio. 

12. Ache a imagem da hipérbole x? - y? = 1 pela transformação w = 1/z. 
Resp. p° = cos 26. 
13. Descreva geometricamente a transformação w 
14. Descreva geometricamente a transformação w 
leva círculos e retas em círculos e retas. 
15. Ache a imagem da faixa semivinfinita x 2 0,0 S y £ 1 pela transformação w = i/z. 
Mostre as regiões graficamente. 
Resp. 0 Š $ S 7/2, p È cosh. 

16. Quando um círculo não degenerado é sujeito à ação da transformação w = 1/z, prove 
que seu centro nunca é transformado no centro do círculo-imagem. 


1-1). 
ijz; mostre também que a transformação 


nau 


x 
. te 


34. A Transformação Lihear Fracionária, A transformação T: 


az + b 
c+d 


0) w= (ad - be + 0), 


onde a, b, c e d são constantes complexas, é chamada transformação linear 
fracionária. Vamos abreviála escrevendo w = T(z). Se ad - be = 0, o segundo 
membro da equação (1) se torna uma constante ou sem sentido. 

A inversa T~! desta transformação, 


o AA 


cw-a 


ou z = T7*(w), é também uma transformação linear fracionária. 

A transformação T faz corresponder a cada ponto do plano-z, exceto ao 
ponto z = -dje quando e + O, um único ponto do plano-w. De acordo com a 
forma (2) da equação (1), cada ponto do plano-w, exceto o ponto w = aje 
quando c + O, tem uma única imagem no plano-z. Esses pontos excepcionais 
para T e T~" são transformados nos pontos w = co e z = co, respectivamente. 
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O plano complexo estendido, ou o fecho do plano, consiste de todos os números 
complexos finitos mais o ponto infinito, Assim, a transformação T estabelece 
uma correspondência biunivoca entre os pontos do plano-z estendido e os do 
pláno-w estendido. 
A composta de duas transformações lineares fracionárias é ainda linear 
fracionária. Isto é, se z em (1) provém de z’ por uma transformação T’: 
az +b 


era dr? 
podemos achar, por substituição direta, as constantes a, B, re ó tais que 


3 AB 
68) e. 
A transformação linear fracionária (3) é denotada por TT”, ou w = TITE). Se 
T” é uma terceira transformação linear fracionária, podemos verificar, pela substi- 
tuição direta, que as transformações (TT)T” e T(T'T”) são as mesmas, isto é, 
a composição de transformações lineares fracionárias satisfaz à lei associativa 


(4) TT") = (ET)T”. : 


A transformação linear fracionária particular w = z é a transformação identidade 
To: TTo = T. Acabamos de mostrar que, na linguagem de álgebra, o conjunto de 
todas as transformações lineares fracionárias é um grupo (Exercícios 16 e 18, 
Sec. 35). 

i A transformação linear fracionária sempre transforma circulos e retas em 
círculos e retas, Mostraremos isto escrevendo T como sucessão de transformações 
que tem esta propriedade. y 

Quando c + 0, a equação (1) pode ser escrita 


Mz +d/c) + b -adje _ a 4 »-adje 


e(z + djc) a crtd 
. Escrevemos agora 
(5) Z=c +d, z” aL. 
segue-se, então, que 
(6) , wot p bea 
e € 


As equações (5) e (6) representam três transformações sucessivas que. resultam 
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na transformação w = T(z). A primeira e a terceira são do tipo 
(7) w=Bz+C 


discutido na Sec. 30. A segunda é uma transformação do tipo w = 1/z (Sec. 32). 
Notemos que a transformação linear, (7) não altera a forma da curva e que a 
transformação w = 1/z leva círculos e retas em círculos e retas; assim, T possui 
esta última propriedade. 1 

Se c = 0, a transformação (1) é do tipo (7). 

Quando o denominador é eliminado, a equação (1) toma a forma 


(8) Ro Azw + Bz t Cw+D=0, 


equação esta que é linear em ż e linear em w, ou bilinear em z e w. Por esta 
razão, a transformação linear fracionária também é chamada transformação bilinear. 

Existe uma única transformação bilinear que leva três pontos distintos dados 
Zi, Z2 e z3 em três pontos especificados distintos w;, wz e wa, respectivamente. 
A demonstração é deixada como exercício, Mas podemos verificar que a referida 
transformação é dada pela equação 


(w - wi) (w2 - w3) _ (2 - 21)(22 - 23) 


0) wow iww) Ta)" 


a qual pode ser escrita na forma bilinear (8) desenvolvendo os produtos na equação 
ra 
(10) (a - 23) (w - wi) (22 > 21) (w2 - wa) = 
= (z - z) (w - w3) (22 - 23) (w2 - wi). 


“Com efeito, se z = z,, 0 segundo membro desta última equação se anula, e 


consequentemente w = w,; analogamente, se z = z3, então w = w3. Se z = Z2, 
dois fatores são comuns a ambos os membros da equação (10), e a equação se 
reduz a 


(w - wi) (12 - w3) = (w - w3) (Wa - w1); 


a solução desta equação linear é obviamente w = wz. 

Na equação (9), o ponto infinito pode ser introduzido como um dos pontos 
prescritos no plano-w ou no plano-z. Por exemplo, sejam 2, = 1l, z3 = 0, 
Za = -l e wrp= i w = l, w3 = 00. Pondo wz = l/w}, podemos escrever a 
transformação na forma 


(w - wi) (w3w: - 1) E C-z) (22 - 23) 
(w3w - 1) (wa - w1) (2 - 23) (22 - 21)" 


Quando w3 = O e os valores das demais constantes são inseridos aqui, a 
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equação fica 


Wi 2-1 ou wo EL+ 207 +1 
l-i Er DE? se aal 


Usando qualquer uma destas duas formas, o leitor poderá verificar que os três 
pontos dados são transformados nos pontos especificados e, em particular, que 
w tende para o infinito quando z se aproxima de -1. 

Um ponto fixo z de uma transformação é aquele cuja imagem w representa 
o mesmo número, w = z. A transformação bilinear tem no máximo dois pontos 
fixos, representados pelas raízes da equação em z, obtida escrevendo-se w = z 
na equação (1) ou na equação (8). 


35. Transformações. Lineares Fracionárias Especiais. Vamos determinar to- 
das as transformações lineares fracionárias que transformam a parte superior do 
plano-z, y 2 0, no disco unitário |w] £ 1. 

A fronteira y = O do semiplano deve ter a fronteira |w] = 1 do disco 
unitário como sua imagem, pois a. transformação 


az +b 

(1) Tea rd 
leva retas em círculos ou retas. Neste caso, a reta y = O deve transformar-se num 
círculo visto que a região no plano-w é de extensão finita. Suponha que esse 
círculo seja interior ao círculo |w} = 1. Como w é uma função contínua de: z, 
pontos imediatamente abaixo do eixo-x são transformados em pontos próximos 
desse círculo, interiores ao círculo |w| = 1, o que é contrário às condições exigidas, 

Se fizermos três pontos distintos da reta y = 0 transformarem-se em pontos 
do círculo |w] = 1, então a reta toda será transformada neste círculo, uma vez 
que os três pontos-imagem determinam o círculo-imagem .* y 

De acordo com a equação (1), a exigência de que |w| = 1 para cada um 
dos três pontos z = 0,z ="l e z = co nos fornece as equações 


(2) lbi = Id], 
6) la + bl = le + dl, 
(4) la] = icl. 


Segue-se da última equação que a 4 0 e c + 0, pois, se um deles for igual a 
zero o outro também o será e a transformação (1) levará todo o plano-z num 
único ponto, Logo, podemos escrever 


az + bja 


da ez + dje 


* Toda transformação da reta no circulo deve levar esses três pontos prescritos em três pontos 
do círculo. 
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ou, como lafc| = 1, 


sa ROB E 
©) w = expli), 
onde 9, é uma constante real qualquer. Também, |b/al = ld/cl, em vista das 
equações. (2) e (4); portanto |z4 | = Iza]. i wi 

A condição (3) ainda não foi usada. Vamos impor a condição correspon- 
dente, de que Iwl = 1 quando z = 1, à equação (5). Então 


1l -zil = |l = zzl, 

ou (1204 2) = (1-2) (1-3). 

Mas z,Z1 = Z272, pois lz,1 = |Z2l, e a relação acima reduz-se a 
21 +Z,=22*+Z, 


ou R(z1) = (22). Portanto z; = Z, ou Z3 = 71. A condição Za =Z, nos conduz 
à transformação w = exp (io) do plano-z num único ponto; logo devemos ter 
Z22231. 

A transformação procurada deve ter portanto a forma 


2-2 
= qt. 

(6) w g 2-4 

` 

te . 
Observe que o ponto w = O é d imagem do ponto z =z; , € portanto se O semiplano 
superior deve ser transformado no interior do círculo |w} = |, o ponto z; deve 
situar-se no semiplano superior, isto é, 


m y = sa) >0. 


Vamos verificar que a transformação (6) leva efetivamente o semiplano no 
disco unitário interpretando a equação 


geometricamente (Fig. 20). Como os pon- 
tos z e zı estão no semiplano superior, 
eles ficam do mesmo lado da bissetriz 
perpendicular ao segmento definido por 
zı e 71. Logo a distância |z - z,| não 
excede a distância |z -Z, 1; isto é, Iw] £ 1. 
.A transformação (6) é portanto uma das 
procuradas. 


(i 
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A transformação identidade w = z não é a única que pode transformar uma 
região em si mesma. De fato, todas as transformações 


(8) w= en 22%, 
Zee — 1 


onde 0, é real e izol < 1, levam o disco unitário |z] < 1 no disco unitário 
Iwi £ 1. A prova é deixada como exercício. 

i Duas transformações, cada uma das quais transforma uma região R, numa 
região R2, não são necessariamente as mesmas. Este fato é ilustrado pelas 
transformações (6) com diferentes valores das constantes O, e z4. 


EXERCÍCIOS 


1, Determine a transformação linear fracionária que transforma os pontos Z; = 2, z2 = Í e 
Z3 = -2 nos pontos w = |, w3 = e w3 = -l. 
Resp. w = (3z + 2D/(iz + 6). 

2. Determine a transformação linear fracionária que leva os pontos Z; = -í, 22 = 0 e Z3 =i 
nos pontos w; = -1, wz = É e w3 = 1, Em que curva é levado o eixo-y por esta transfor- 


mação? 
3. Determine a transformação bilinear que transforma os pontos z; = os, Zz =iez3=0 
nos pontos w; = 0, Wa =i e w3 = o; 
Resp. w = -1jz. 
4. Determine a transformação bilinear que leva os pontos Z1, Z2 e Z3 nos pontos w; = 0, 
> 


wa = l e w3 = o, 
Resp. w = [(2 - 2) 2- 29)]/[(2 - 23) (22 - 20). 


5. Determine os pontos fixos das transformações 


2-1, 62 - 9 
(ws O). 


Resp. (a) z=ti; (b)z = 3. 


6. Na transformação bilinear (9), Sec. 34, se Z4 = 0, Z2 = 00, w} = 0 e wz =00, isto é 
sez= 0 ez = oo são ambos pontos fixos, mostre que a transformação tem a forma w = az. 

7. Se a origem é um ponto fixo de uma transformação bilinear, mostre que a transformação 
pode ser escrita na forma 

PEDE 

o cea+d' 

8. Quando zo = 0, mostre que a transformação (8) se reduz a uma rotação dos pontos z 
em torno da origem, de um ângulo 0, + 7. 

9. Quando 3(21) < 0, mostre que a transformação (6) leva o semi-plano inferior y SO 
no disco |w} £ 1. 

10, O as constantes exp (iĝo) e zı na transformação (6), que transforma a região 
yo no disco lwl S 1, de tal modo que as imagens dos pontos Z = œ, z = 0 e 
Z = À sejam respectivamente os pontos w = -l, w = 1 e w = Í Quando z = x e x >O, 
mostre que y > 0 e-l <u < 1, de modo que a imagem do eixo real positivo é o seri- 
-círculo superior de |w} = 1. Verifique, assim, a transformação exibida na fig. 3 
Apêndice 2. É 
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11. A transformação (6) leva o ponto z = œ no ponto w = exp (iĝo). Se ela transforma a 
origem z = 0 no ponto w = 1 e o ponto Z = 1 no ponto médio w = exp (¿0p/2) do arco 
0<Ó$< fo do círculo lwl = 1, mostre que a transformação pode ser escrita 

PR o. z + exp (-iBp/2) 
w = exp (iĝo) 7 + exp 0/2) (0< bo < 20). 


Esboce uma figura mostrando regiões e pontos correspondentes, inclusive o ponto zı cuja 
imagem é w = 0. (Note os casos especiais nos exercícios 10 e 12.) 
12. Verifique que o caso especial ĝo = 1/2 da transformação no exercício 11 pode ser escrito 
5 i 
zw ~- iz + (w ~ 1) epi = 0 
e que esta transformação transforma o semiplano y > O e segmentos da fronteira y = 0 
na maneira indicada na figura 21. í 


l-w ri 
Fic. 21. 2 = Dnr 


13. Se uma transformação bilinear leva os pontos do eixo-x no eixo-u, mostre que os coefi- 
cientes na transformação são todos reais, a menos de um fator complexo comum. Note 
que a recíproca é evidente. 

14. Deduza a transformação (8) desta secção. Podem-se utilizar transformações lineares fracio- 
nárias sucessivas para transformar o disco |z} É 1 no semiplano superior do plano-2* 
e, a seguir, esse semi-plano no disco iwl S 1. 

15. Quando A & O na equação! 68), Sec. 34, a transformação bilinear pode ser escrita 
zw + B'z + CW + D’ = 0. Escreva as três equações simultáneas que são satisfeitas por 
B’, C’ e D’, se essa transformação leva três pontos distintos Z1, Z2 e Z3 em três pontos 
distintos wi, wz e w3, respectivamente, e dê a condição sobre o determinante dos 
coeficientes de B’, C’ e D’ sob a qual, as equações podem ser resolvidas em relação a 
B', C’ e D’ em termos de Zn € Wn (n = 1, 2, 3). Quando Zy e wn não satisfazem à 
condição, mostre que B, C e D na transformação linear Bz + Cw + D = 0 podem ser 
determinados, a menos de um fator comum, de tal modo que Zp seja levado em wy 
por essa transformação. Justifica-se, assim, a afirmação, Sec. 34, de que só uma transfor- 
mação bilinear leva Zn em wy (n = 1, 2, 3). 

16. Um conjunto qualquer de elementos que satisfaz ás seguintes condigdes é chamado grupo. 
(a) Existe uma regra que associa cada par T e T’ de elementos, distintos ou não, de modo 
que a combinação TT”, chamada “produto”, seja um elemento do conjunto. (b) O produto 
é associativo: T(T'T") = (TT9T”. (c) O conjunto contém um elemento To, denominado 
identidade, tal que TTo = ToT = T para cada elemento T. (d) Cada elemento T tem um 
inverso T~! “tal que Tr! = TT = To. Justifique a afirmação, Sec. 34, de que o 
conjunto de todas as transformações lineares fracionárias é um grupo. . 

“17. Use casos particulares w = az + b da transformação linear fracionária para mostrar que 
TT’ e T'T nem sempre são iguais. Isto é, o “produto” nem sempre satisfaz à lei comuta- 
tiva. 

18. Uma transformação linear fracionária T pode ser representada por uma matriz quadrada: 


a b az tb 
(: A quando TO = rd 


D] 
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(a) Sea, b’, c° e d’ são os coeficientes corre: 
d spondentes de uma segunda transi ão T', 
mostre que a matriz da transformação composta Tiro] é E E 


TT": ar, + be ab’ + bd? 
ca! + de eb x da’ 
Este é o produto matricial das matrizes é li 
top para T e T’. (b) Com o auxílio desta 
multiplicação, mostre que (TTNT” = TT”, como enunciado na secção 34. Re 


36. A Função 22, A função miltivalente 
+ i0 
(1) SE) = 27 = Vr exp Æ, 


pes A exp (19), toma dois valores em cada ponto z, exceto na origem, depen- 

endo da escolha de 6. Um valor é o oposto do outro, poi ji i Ó 

de » pois exp (i9/2 

em sinal quarido 9 é acrescido de 27. i li 
De acordo com a secgáo 28, a função f pode ser escrita . 


0) = exp (51082) (>0). 


N 


Esta é uma composta da função inteira ex; : h 
p com a função log. Quando logz na 
o o Ei um ramo da função multivalente logarítmica (Sec. 26) 
sma fórmula define uma função univalent À 
Ação pç çi e e analítica de z, um ramo da 
-O ramo principal J, da função (1) é 


6) fi) = exp G Log z) = VF eap 
C >0, -r <8 <r). 


O raio O = 76 O corte de ramo para fi. Observe que, mesmo que f, fosse definida 
sobre esse raio estendendo-se o campo de variação de O na fórmula (3) de mado 
a incluir o valor 9 = 71 ou 6 = -m, a função não seria contínua aí. Apesar de fi 
ser analítica em alguns pontos, em toda vizinhança de cada ponto z = x (x < 0) 
fz) não pode existir em toda a vizinhança, Portanto, cada ponto do corte de 
E o ponto de ramificação z = 0, é um ponto singular de fi. A 


AE) = Vr exp O +20) F>0-1<0<m, 


é um outro ramo com o mesmo corte de ramo. Os valores +j(z) representâm a 


totalidade de valores fE) em todos os ontos s pontos 
p » exceto, naturalmente, o: p 


É 
y 
4 
É] 
4 
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Outros ramos de z"? são 
(4) Os VT exp & (r>0,0<0<2m, 


e -f,, cada um tendo o raio 8 = O como seu corte de ramo. De fato, um ramo 
com corte 0 = a é dado pelas condições: 


6 fal) = Vre (r>0,4<0<a+2m. 


Como um corte serve para tornar Ô ou argz uma função “univalente de z, 
poderiam ser usadas” cútvas que partem da origem, ao invés de raios, como 
cortes de ramo. Mas, para se tornar O univalente, é essencial que todos os 
cortes de ramo para z"? partam do ponto de ramificação comum z = 0. 

Como z = w? quando w = z"?, a transformação por meio da última 
função é a mesma que a transformação com sua inversa w = 2? (Sec.31 e Figs, 1, 
2 e 3 no Apéndice 2) e inversão dos planos-w e -z. o i 

“ O ramo fa, definido pela equação (4), transforma o domínio consistindo 


de todo o plano-z menos o raio O = O no domínio v > O, semiplano superior | 


do plano-w. O mesmo transforma cada domínio Izi < ro, O < 0 < 27, consis- 
tindo de todos os pontos.interiores de um disco circular, exceto aqueles que 
estão sobre os raios 9 = 0,05 r < rọ, no semi-disco aberto ‘lwt <vVro,v>0 
(Fig. 22). Ambas as transformações acima consideradas são biunívocas. Note, 
porém, que pontos interiores ão disco próximos do raio O = 0 têm imagens na 
proximidade da fronteira v = O do semi-disco. 


= a 
(2 VA u 


Fra. 22. w = z} = Vip E (0 <0<2x) 


37. Outras Funções Irracionais. Pode-se escolher um corte de ramo para a 
função z'”, onde n é um inteiro, como sendo qualquer raio partindo da origem. 
Vamos escolher o eixo real negativo .como corte de ramo para a função f(z) =2!º, 
por exemplo. Cada uma das três funções 


w Fa) = YT exp (0 +T) 


(k=0,1,2r>0,-7<0<7) 


(J 
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é um ramo de f, visto que f, é univalente e analítica em todos os pontos 
ps ia do cote 8 = me no ponto de ramificação z = 0. O ramo principal 
o transiorma o plano-z menos o corte no domínio angular p > 0, ~ 

no plano-w, onde Prang ca 


w = p exp (ió) = fo(z). 


O ramo f; transforma o plano-z cortado n íni 
~ o domínio p > 0, 7/3 < $ < v, e 
ho Las emmp>0,7 > $ < 5/3. As três transformações são biunívocas. 
Z - Zo = 1" exp (19”), um ramo da função bi - zp)? ini 
lara ngáo bivalente (z ~ zo) é definido 


i g 
Q) E -z0)2 =Yr exp E (”>0,0<0<2m. 


Esta função univalente de z é analítica no seu domínio de definição, visto que 
ela é uma função analítica da função inteira z - Zo. O corte de tamo éo iio 
0” = O que se estende à direita do ponto de ramificação z = z,. O ramo (2) 
transforma o plano-z cortado P>0,0<0'< 27), numa imaneira biunívoca, 
no feia superior (p > 0,0 < 6 < 7) do plano-w, f 
omo exemplo instrutivo, mas menos elementar, ionai 
vamos considerar um ramo da função bivalente (22 a ete 
por cada um dos dois pares de coordenadas polares (Fig. 23): 


(3) Z- 1 =r, exp (19,), z:+ l =r, exp (i03). 


Dy 
u 
-i 
Fic. 23. w = g(z). 
Mostraremos que a função g, 
1 1 
P E 1 L j ' 
(4) s=(0-1Pg+iP=(Vn exp Bb (Vr exp), 


é um ramo de (22 ~ 1)? que é definido em todo o domínio 


(5) Dz: 0X <27, 056, <27, 
n>O, n>0 ntn >2 


AA A a a TAC ta 
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As coordenadas polares na fórmula (4) são restritas aos campos de variação 
prescritos pelas condições (5). Como r, + r} deve ser maior do que o compri- 
mento do segmento P,P; do eixo-x entre os dois pontos z = ti, o domínio 
D, contém todos os pontos, exceto os do segmento fechado P,P,. Note que 
g(z) pode ser escrita como Vir, exp [K(0, + 0,)/2]. 

De acordo com a definição (4), g é o produto de dois ramos do tipo (2) 
cujos cortes de ramo são os raios 0, = O e 8, = 0. Consegiientemente g é 
analítica sempre que z & -1 ou 8, +0. O ramo Vr, exp (i9,/2) é contínuo, 
de fato, analítico, em cada ponto interior do segmento P,P,; mas o valor do 
ramo Vr, exp (10,/2) dá um salto de Vr, para -Vrz quando o ponto z 
atravessa esse segmento. Logo g(z) tem um salto de 2/ryr, aí, de modo que 
g não é analítica sobre P,P,. i 

Podemos mostrar,que g é analítica sobre o raio 0, = 0, r, > 0, pois esse 
raio se estende ao longó de 0, = 0. Com efeito, se escrevemos 


(6) G(z) = (Vr, exp Boy T, exp E» 
f (rira > 0, -n < Ok < 7, k = 1, 2), 


então G é um produto de dois ramos principais que é analítico sobre o raio 
O, = 0, = 0, de fato, quando O, 4 0 er, >O. Ora, G(z) = g(z) quando o 
ponto z se encontra acima de ou sobre o raio 9, = O, pois, nesse caso, Op = 0 
(k = 1, 2). Quando o ponto z está abaixo desse raio, O = Ok - 2; assim, 
exp (10k/2) = -exp (i0k/2), e de novo G(z) = g(z). Logo g é analítica em todo 
o domínio x > 1, e sobre o raio 0, ='0 em particular. 

. Como g é univalente fes analítica em Dz, mas não sobre P,P,, e como 
[g(2)P = 22 - 1, g é um ramo de (z? - 1)? com corte de ramo P,Pz e pontos 
de ramificação z = +1. 

Sob a transformação 


m `w = p exp (ig) = g(z), 
ou - p=Vria, 23%, 


a imagem de cada ponto do semiplano superior 0. < 0 < x é algum ponto do 


semiplano . superior O < $ < rr; analogamente, ġ varia entre m e 27 quando 07, 


faz o mesmo. As imagens dos raios 0, = O e O, = m são os eixos reais positivo 
e negativo ġ = 0 e 4 = r, respectivamente. Pontos próximos do corte P,P, são 
transformados em pontos próximos do segmento do eixo-v entre w = ie w=-i 
O resto do eixo-v é a imagem do eixo-y. 
Quando O < ðk < 7 (k = 1, 2), ou quando 8, =0, 
+r), 


“Cs =I42+ DPE - DP = Vira exp Ea + =) exp dem A 
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assim, g(-z) = -g(z). Quando q < Ok < 27, ou quando 0, = T; os argumentos 
de -(z + 1) são 8% - mr, e de novo gCz) = -g(z). O ramo g é portanto uma 
Junção impar, 
(8) gOz) = g) > (z em Dz), 
embora a função bivalente (z? - 1)!2 “seja, num sentido, par. 

Dois pontos distintos nunca tém a mesma imagem w se w +0. Com efeito, 
se g(z) = we g(Z) = w, então lsP = [g(2)P; isto é, 

2.t=2.1 
e, daí, ou Z =z ou Z =-z Como gz) = w, 
862) = -w + w; 

logo Z = z. Concluímos que todo par de pontos distintos de Dz é transformado 


em algum par de pontos distintos de um. domínio D, que pode ser descrito 
como segue (Fig, 23), 


: -5s A s p< dr 
(9) Dy: ZAS, q <<, 


P: >0, p>0, pro >2, 


onde w ~ i= pi exp (i1), w + i= p, exp (ip). 


Ora, pode-se definir um ramo g~! da função bivalente (w? + 1)2 no 
domínio D,,, consistindo de todos os pontos do plano--w, exceto os do segmento 
-l 5 v S 1 do eixo-», escreverido-se ` 


f 1 é ; 
(10) e (w) =(w- D (w+ iy = V pipz exp En xp, 


onde as coordenadas polares satisfazem às condições (9). Pelos métodos usados 
acima para a função g, podemos mostrar que g”! é analítica em todo o Dy, 
tendo como seu corte de. ramo o segmento do eixo-» entre os pontos de ramifi- 
cação w = ti, Também, a transformação z = g!(w) leva cada ponto de Dy 
num ponto de D,,-de tal modo que y > 0 quando v >0,y <0 quando v < 0, 
y=0ex>1 quando v=0cu>0,ey=0ex<l quando v=0eu<0. 
Como ` 
2? = [BIW =w, 

w =z -l e, portanto, ou w = g(z) ou w =-g(z). A maneira como ete 
& transformam os semiplanos superior e inferior e os semi-eixos reais positivo 
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e negativo mostra que w = g(z). Logo, cada ponto dé D, é a imagem de um 
=g! formação w = g(z). 
onto z = g™' (w) de D; sob a trans çi TANS . 
j O ramo g, portanto, transforma D, em Dẹ de maneira biunívoca. Além 
disso, quando w = g(z), podemos ver que z = g”! (w). Assim, as funções analíticas 
g eg”! são inversas uma da outra, 
Ramos das funções bivalentes 


A EM 
(11) w=(2+42+B) =[(2 - z} - zê}, 


onde A = -2z e B = zë - zř, e transformagóes por esses ramos, podem ser 
tratadas com. o auxílio dos resultados obtidos para g acima, e das transformações 
sucessivas 


a 


A 
(12) az, We) w=zW. 


38. A Transformação w = expz. A transformação 


v=e, ou pe? = ete, 


onde w = p exp (ip), pode ser escrita 


A transformação, portanto, leva as retas x = c nos círculos p = exp c, e 
i t+ 
as retas y = O nos raios f =c.;* 


Fra, 24, w = e, 


ES egião 
A região retangular c} S x £ cz, c3 £ y É c4 é transformada na regi 


exp Ci S p S expe, C3 S o Sca 


imi Í. i ão é biunívoca se €4 - C3 X 2m. 
delimitada por círculos e raios. Esta transformação é í 4 
As duas feses e as partes correspondentes das suas fronteiras são ilustradas E 
figura 24. Em particular, se c, = 0 e c4 = 7, de modo que 05 yS 7,0 e 
é transformado na metade de um anel circular, como mostra a figura o 


Apêndice 2. 


y 
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Quando x percorre todos os valores positivos e negativos, o raio vetor P 
percorre todos os valores positivos; p -> Q quando x > -os. Quando Y varia de 
zero a rr, À varia de zero a 7. Assim, a faixa infinita O S y S q é transformada 
no semiplano superior-w, 0 Sọ S 7. A imagem do ponto z = 0 é o ponto w=], 
ea de z = ni é w= -1. As partes correspondentes das fronteiras das duas regiðes 
são ilustradas na figura 6 do Apêndice 2. Esta transformação de uma faixa num 
semi-plano é particularmente útil nas aplicações. 

A faixa semi-infinita x É 0,0 S y S n é transformada no semicírculo 
PS1, 0S ġSr (Fig. 7, Apéndice 2). $ 

A imagem da faixa infinita -r Sy Sn é todo o plano-w, mas a transfor- 
mação não é biunívoca sobré o raio $ = 7. Quando ~r < y <n, então -r < <r, 
e a transformação w = exp z pode ser escrita 


2 = Logw = Logp + ip Q > 0, -n< ¢ <n). 


O ramo principal Log w tem o raio $ = 7 como seu corte de ramo. Cada ponto 
do' plano-w cortado é a imagem de um único ponto da faixa aberta -n < y < n 
no plano-z, e reciprocamente. A função exponencial também transforma a faixa 
T <y < 3r, de modo biunívoco, no mesmo plano-w cortado ($ + 7, p>0); 
de fato, a imagem de cada faixa Qn- D)r<y<Qn+ Dr (1=0,11,+2,:..) 
é esse plano cortado, 


EXERCÍCIOS 


1. Mostre que a transformação w = ¿12 = Vr exp (10/2), onde 0 < 9 < 27, leva o 
domínio entre as duas parábolas 
e 252 o 202 
Tar è = 1=c0s0 ” 
de modo biunivoco, na faixa b <r <c, onde c>b>0, 

2. Mostre que a transformação z = w!l2, onde wi2 é o Tamo principal da função bivalente, 
transforma a região triangular delimitada pelas retas y = x, p==x e x= 1, na região 
delimitada pelo eixo-y e pela parábola p = 2/(1 +-cos $). Mostre partes correspondentes 
das fronteiras das duas regiões. 

3. O ramo g de (22 ~ 1)? foi definido na secção 37 em termos de 74, 72,01 e 07. Mostre, 
geometricamente, porque as condições z; >0,0< 0, + 02 < descrevem o quadrante 
x>0,y>0 do Plano-z. (Note que 8, + 0, = mem cada ponto do eixo-y positivo, 
e que 0, + 8, decresce quando o ponto se desloca à direita ao longo de um raio 0 =c, 
onde 0 <c < 7/2.) Que condição satisfaz O, + 02 quando o ponto z se encontra fora 
desse quadrante? Mostre entáo que a imagem desse quadrante é o quadrante u > 0, 
Y >0 do plano-w, sob a transformação w = g(z). 

4. Para a transformação w = g(z) do Primeiro quadrante do plano-z no primeiro quadrante 
do plano-w (Exercício 3), mostre que 


1 1 


onde Am = +y? + 92 4x2, e que (b) à imagem da parte B(x > 0, y >0) da 
hipérbole x2? — y2 = 1 é o raio v = u, u >Q. 
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5. No exercício 4, mostre que o domínio D, que se situa abaixo O a pj 
i imei ; -z, é descrito pelas condições rı > 0, 1 2 a 
e no primeiro quadrante do plano-z, é E dad 
a i tante O <v <u. Esboce os domin 
Mostre, então, que a imagem de D é o oc y o de 
é ~ 1)!2 definido na secção 37 e quando zo = ro exp (iĝo), 
do g é o ramo de (z? ~ 1)!2 defini o = 7o ex 
E ro 0 e 00, < 27, mostre que um ramo go de (z? E z0 )"?, cujo corte 
de ramo é O segmento entre os pontos Zo e -zo, é definido pela fórmula 
z 
go(z) = zog(Z) onde PA paira 
7. Escreva z - 1 = rı exp (i1) e z + 1 = r2 exp (10), onde 0<Ó, <me -n <0, <1, 
para definir um ramo da função 
1 


: E ES 
02-1, DE, 


cujo corte de ramo consiste dos dois ramos O, = 0 e O, = 7. 


8. Na notação usada na secção 37, mostre que a função h, onde 
2-13_ fi piei- 07) 
z+1 yos T2 2: 


h(z) = ( ex] 


é um ramo com o mesmo domínio de definição Dz e o mesmo corte de amo aa 
(Fig. 23) que g; que a transformação w = h(z) leva Dz no semiplano erw e m 
1/2 < $ < 7/2), com o ponto w = 1 como imagem do ponto z = «o, A transformag: 
inversa é aca 
w: 
=” u > 0). 
2 == wê q 
9. Mostre que a transformação w = h(z) definida no exercício 8, transforma a a Es 
t al do cí = iplano superior-z 
é a intersecção do exterior do círculo |z] = 1 com o semip e: 
nes no ainia quadrante entre a reta y o e o eixo-u. Mostre ps en e 
+ 1 = z exp (107), on 
Z =r ex] GO), z - 1 = rı exp (91), z de yalors 
pe rd Angulo variam entre ,-7 e m, e defina um Tamo de fing KG 1] 
cujo corte de ramo consiste dos dois segmentos x 3 -1 e 0 £ x S 1 do a E 
11. Sob a transformação w = exp z, mostre que as retas ky = x são transfor 
irais p = exp (kọ). PR: F S 
12. Vaitine a Poblados de regiões e fronteiras ilustradas na figura 7 do Apéndice 2, 
b a transformação w = exp z. E À x , s 
13. Sob a transformação w = exp z, determine a imagem da faixa semi-infinita x 2 0, 
i 0S y Ín e exiba partes correspondentes das fronteiras, e 
14. Defina um ramo de log(z - 1) que transforme o plano-z cortado, o plano men: 
” segmento x 2 1 do eixo real, na faixa O < v < 27 no plano-w. 


39. A Transformação w = senz.. Como 
senz =senxchy+icosx shy, 
a transformação w = sen z pode ser escrita 
u = senx chy, v= cosx shy. 


Se x = m/2, então u = chy ev = 0. Assim, a reta x = 7/2 é transformada na 
parte u 2 1 do eixo real no plano-w. Esta transformagáo é biunívoca para cada 


n 
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uma das semi-retas, superior ou inferior, da reta x = 7/2; quando y varia de 


zero ao infinito por valores positivos, ou por valores negativos, u varia de um 
ao infinito, 


Se y = 0, então u = senx ev =0, Logo todo o eixo-x é transformado 
no segmento -1 S u £ 1 do eixo-u, mas esta transformação não é biunivoca. 
De fato, o segmento -7/2 S x S n/2 do eixo-x é transformado univocamente 
nesse segmento. A imagem da semi-reta superior do eixo-y é a semi-reta superior 
do eixo~-v, e a da inferior é a parte inferior do mesmo eixo, visto que u = 0 e 
v=shy quando x =0, A transformação dessas retas é ilustrada na figura 25. 

A imagem do segmento y = c, -n/2 S x S 1/2, é a semielipse, cujas 
equações paramétricas são 


u=chesenx, v= she cosx, 


Se c>0, então v È 0, e as equações acima representam a parte superior da elipse 


u? 2 


che t meS G 

sec < 0, elas representam a parte inferior (Fig. 26). Cada ponto do segmento é 

transformado num ponto da semi-elipse, e reciprocamente, de acordo com as 

equações paramétricas acima. Os focos da elipse são os pontos w = +1 

independentes do valor de c, j dio 
A imagem da reta x = c, onde -1/2 < x < 7/2, € a curva 


u=sncchy, v= coseshy, 
que é a parte direita da hipérbole 


u? v2 


sen? c ~ cos e 


=1 


se c > 0, e é a parte esquerda se ¢ <0. A transformação é biunívoca. Os pontos 
w = +1 são os focos desta hipérbole. ` 
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Fra. 26. w = sen z. 


Cada ponto dado no semiplano superior-w é um ponto de uma das semi- 
«elipses bem definida; portanto ele corresponde a um único ponto de um segmento 
horizontal bem definido, isto é, a um único ponto da faixa semi-infinita 


Iv 


kig T 
-5 sxs 4, y20 


no plano-z. Também, a cada ponto da faixa acima corresponde um único ponto w. 
Logo a transformação dessa faixa no semiplano superior-w é-biunívoca (Fig. 9, 
Apéndice 2). A imagem da parte 05 x S 1/2, y > O dessa faixa é o primeiro 
quadrante do plano-w (Fig. 10, Apêndice 2). 

O retângulo -r S x S n, c, £ y S c, é transformado na região delimitada 
por duas elipses confocais, como mostra a figura 27. Note, porém, que. os dois 
lados x = tm são transformados no segmento u = 0, v = -shy (c, £ y £ a); 


assim se cı > 0, a imagem do domínio retangular é o anel elíptico com um. 


corte ao longo do eixo-» negativo, Quando o ponto z descreve a fronteira do 
retângulo, sua imagem perfazium circuito percorrendo primeiro uma elipse, e 
depois o corte e a outra elipse, e de novo o corte e a elipse original, onde se 


encontra o ponto de partida, como sugere a figura. 
A região retangular -n/2 S x £ n/2,0S y 3 c é transformada biunivoca- 


mente numa região semi-elíptica na maneira ilustrada na figura 11 do Apêndice 2. 


Fra. 27. w = sen z. 


40. Transformações Sucessivas. Como cos z = sen (z + 1/2), a transformação 


w = cosz 


$ 
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pode ser escrita sucessivamente como 
e T 
w = senz’, F=2+5. 


A última transformação é uma translação de 7/2, para a direita, de cada ponto 
do Plano-z. Portanto, a transformação w = cosz é a mesma que a transformação 
w = sen z precedida da translação, à direita, de w/2 unidades. ` 

A transformação 


w=shz 


pode ser escrita iw = sen (iz), ou 
w=senZ, ZP=i w=iw, 


Ela é portanto a combinação da transformação w = senz com a rotação dos 
eixos, em cada plano, do ángulo 7/2. Analogamente, a transformação 


w=chz 


é essencialmente a mesma que w = cosz, 
Como outro exemplo de transformações sucessivas, consideremos 


w = (senz)?, 
onde a potência fracionária designa o ramo principal, Escrevemos 


1 
w= senz, w=(w), 


Vimos na. secção precedente que a primeira transforma a faixa semi-infinita 
0. Sx S 1/2, y 20 no primeiro quadrante. A segunda transforma o quadrante 
num octante. As transformações sucessivas de Tegiões e fronteiras que levam a 
faixa do plano-z num octante do plano-w são ilustradas na figura 28, 


Fic. 28. w = (sen a. 


A transformação linear fracionária 
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leva o: semiplano x = 0 no círculo unitário |w} £ 1 (Fig. 12, Apêndice 2). 
É fácil ver que esta transformação também leva o semiplano y 2 O no semiplano 
v 2 0. Como a transformação w' = Log w, ou w = exp w”, leva o semiplano 
v 20 na faixa 0 £ v’ S 7 (Fig.6, Apéndice 2), segue-se que a transformagáo 


leva o semiplano na faixa. A ordem dos pontos correspondentes nas fronteiras 
é indicada na figura 19 do Apéndice 2. 


41. Tabela de Transformações de Regiões. O apêndice 2 consiste em um 
conjunto de figuras, mostrando a transformação de regiões simples e úteis por 
várias funções elementares, Em cada caso existe uma correspondência biunívoca 
entre os pontos da região e os da sua imagem. Partes correspondentes de fronteiras 
são indicadas por letras. A tabela inclui algumas transformações que não foram 
discutidas no texto. A verificação das mesmas é deixada como exercício para o 
estudante. Várias das transformações apresentadas no Apéndice 2 podem ser 
deduzidas por meio da transformação de Schwarz-Christoffel (Cap. 10). 


EXERCÍCIOS 


` 1. Mostre que a transformação w = chz leva os pontos z = iy (0S y S 1/2) no segmento 


0 Su S1 do eixou. 

2. Sob a transformação w = chz) mostre que a imagem da faixa semi-infinita x > 0, 
0 S y £ 7/2 é o primeiro quadiante. do plano-w e indique partes correspondentes das 
fronteiras das regiões. o 3 . 

3, Sob a transformação w = sen z, mostre que as imagens dos lados do retângulo 0 S x & 1/2, 


0S y £ 1, são os segmentos e o arco D'E’ indicados na figura 29, onde D'E’ é um 


ED 
Fio. 29. w = snz, A'D! = ch 1, A'E'= sh 1 


quarto da elipse (u/ch 1)? + (v/sh 12 = 1, 

4. Complete a transformação indicada na figura 29, usando a transformação dos segmentos 

© y =c(0Sx8< m/2) para provar que a transformação w = sen z estabelece uma corres- 
poridência biunívoca entre os pontos da região retangular e os da região A'B'D'E”. 

5. Verifique a transformação por sen z ilustrada na figura 10, Apêndice 2, 

6. Verifique a transformação por sen z ilustrada na figura 11, Apêndice 2. 

7. Descreva a transformação w = chz em termos da transformação w = senz e de rotações 
e translações. 

8. Mostre que a transformação w = sen?z leva a região 0X x S 1/2, y 20 na região 
y 20, e indique partes correspondentes das fronteiras, 
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9. Sob a transformação w = (senz)%, mostre que a faixa -7/2 S x S 1/2, »=0é 
transformada na parte do primeiro quadrante que fica abaixo da reta y = u, e determine 
as partes correspondentes das fronteiras. 

10. Verifique a transformação, por w = 1/z, das regiões e partes das fronteiras indicadas 
(a) na figura 4, Apéndice 2; (b) na figura 5, Apéndice 2. 

11. Verifique a transformação ilustrada na figura 12, Apéndice 2, pela função w = (z - 1)/(z + D. 

12. Mostre que a transformação bilinear z’ = (z - 1)/(z + 1) transforma o eixo-x no 
eixo”, o segmento -1 S x S 1 desse eixo no semi-eixo-x* negativo, o semiplano 
y >0 no semiplano y’ >0,e y < 0 em y” < 0, Quando se utiliza o ramo principal 
(2')12, mostre que a transformação composta ` 


+ 3212 
eta (115 
w = (27) el 


leva o plano-z, exceto o segmento -1 £ x $ 1 do eixo-x, no a 
i de = semiplano u > 0 
com o exercício 8, Sec, 38), i p > 0 (compare 


13, Usando a representação polar de Z, mostre a transformação 


1 
wWw=7+— 
z 


leva as duas partes, superior e inferior, do círculo r = 1 no segmento -2 Su £ 2, v = 0. 
14. Mostre que a transformação w = z + 1/z leva o círculo r = € na elipse 


1 
u=(c+ -p cos 0, va(e- L send, 


15. Verifique a transformação indicada na figura 16, Apéndice 2, pela função w = z + 1/z. 
16. peles Rida pela função w = chz em termos das transformações w = el e 
w=2+ fz. 


CAPITULO 5 


Integrais 


O Isitor poderá pisar diretamente para os capítulos sobre transformações 
conformes e suas aplicações se assim desejar. Poderia parecer mais natural apre- 
sentar esses capítulos agora, que acabamos de completar um estudo sobre 
transformações por funções elementares. Deve-se notar, porém, que ainda não 
estabelecemos a continuidade das derivadas parciais primeira e segunda das partes 
real e imaginária, u(x,y) e v(x,y), de uma função analítica. Se abordarmos 
tópicos sobre transformações conformes neste momento, seremos obrigados a 
admitir tal continuidade; para estabelecê-la, precisamos lançar mão da teoria das 
integrais de funções analíticas. 

A teoria das integrais curvilíneas, junto com a de séries de potências e - 
resíduos, constitui parte importante da teoria das funções de variáveis complexas, 
que se destaca por sua elegância matemática. Os teoremas são geralmente concisos 
e poderosos, e a maioria das demonstrações é simples. A teoria também sobressai 
por sua grande utilidade tanto na matemática pura como na aplicada. Apresen- 
taremos uma introdução substancial a esta teoria neste e nos subsequentes capí- 
tulos. 


42. Integrais Definidas. Para introduzirmos de maneira simples, a integral 
curvilínea de f(z), definimos primeiro a integral definida de uma função complexa 
F de uma variável real £. 

Escrevemos 


4) F(t) = U() + 1V() (a Stb), 


onde U e F são funções reais seccionalmente continuas, ou contínuas por partes, 


‚da variável real £ num intervalo limitado (a, b), isto é, cada uma dessas funções é 


tal que o intervalo consiste de um número finito de subintervalos em cada um 
dos quais a função é contínua e tem limites finitos quando £ tende para as extre- 
midades. Tais funções são, portanto, contínuas no intervalo, exceto, no máximo, 
para um número finito de saltos finitos. Definimos, então, a integral definida de 
F em termos de duas integrais definidas reais, que certamente existem, pela fórmula 
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9 - 

b fo E | 
(2) E FO dt = f UD dti Í V( dt. | | 

Desta definição segue-se que 
(3) R f. FO dl = E U(t) dt = Í. AO] dt. 
Além disso, se k é uma constante complexa, k = k,+ ik,, então 
fra = fÈ EU- kV) de + i f Ga + kaU) da | 
= (a+ ([ Ude i f? vai); D i 
i 

isto é, | 
(8 Jairo at = + [FO dt 


Tal como no caso real, valem, aqui também, propriedades tais como as da 


inversão de limites de integração € integrais de soma. 
Para estabelecer uma outra propriedade básica, sejam ro e do O valor absoluto 
e um argumento do número complexo representado pela integral (2), onde ro é 


suposto diferente de zero, isto é, 


S T oadama) nelftroal 


Quando (F= exp(-ido), segue-se, da fórmula (4), que 
/ > MP) dt = it Í “PO dt = ro 
a a 


Note que ro é real e positivo. Então, em vista da fórmula (4), 


m= A f, eE di = aer) de > 0; 


% d ido, f? eito 
= [inas MCLEE N a 


desde que a < b. Como. lexp(-iĝo)l = 1, segue-se que 
; ns f; IF] dt; 
isto é, 


“a [froa|s [Mola ab 


Esta desigualdade também é verdadeira para ro = 0, já que o primeiro membro se 


anula nesse caso. 
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. 43. Caminhos. Introduziremos aqui algumas classes de curvas adequadas 
ao estudo de integrais curvilíneas. 
Um arco “contínuo é definido como um conjunto de pontos (x, y) tais que 


(1) f z= $t), y=w0 


onde ¿ e y são funções contínuas do parámetro real £. A definição estabelece urna 
transformação contínua de pontos £ do intervalo (a, b) no arco e uma orientação 
dos pontos (x, y) de acordo com o sentido de crescimento de t. Se nenhum par 
de valores distintos de t corresponde a um mesmo ponto (x, y), o arco se diz 
arco de Jordan. Mas se g(a) = p(b) e W(a) = W(b), e nenhum outro par de 
valores distintos de £ corresponde a um mesmo ponto (x, y), então, o arco contínuo 
é uma curva simples fechada, ou curva de Jordan. 
A poligonal 


E (051541) 
E t o t(0S + 
(2) x=1(058152), -y Ro 


CESET 


isto é, y=x(0 Sx 51), y=1(1 Sx 853 2), é um exemplo de arco de Jordan. 
Aqui o parâmetro t é mesmo que a coordenada x. O círculo 


(3) T = To COS i, y = ro sen t (0 St S 2r) 


é um exempló de curva simples fechada. z : 

Se as funções $ e y nas equações (1) têm derivadas contínuas (+) e W'(t), 
que não se anulam simultaneamente para qualquer valor de f, então o arco tem 
uma tangente que varia continuamente de posição. O arco, ou a curva, é, então, 
suave. Seu comprimento é determinado e dado pela fórmula : 


(4 L= f? VPORT VOF a (a £ b). 


Um caminho é uma cadeia contínua de um número finito de arcos suaves. 
Se as equações (1) representam um caminho, então ¿ e y são contínuas enquanto 
que $ e y” são seccionalmente contínuas. A poligonal (2), por exemplo, é um 
caminho. Se o caminho é fechado e não se intercepta, então, é uma curva de 
Jordan seccionalmente suave, chamada caminho fechado. Contornos de triângulos 
e de retângulos são exemplos. O comprimento de um caminho é a soma dos 
comprimentos dos arcos suaves que o compõem; ele é dado pela integral (4) 
quando as equações (1) representam o caminho. 

Qualquer curva de Jordan C, e portanto qualquer caminho fechado, divide 
o plano em dois domínios, os quais têm os pontos de C como seus únicos pontos 
de fronteira. Um desses domínios, chamado interior de C, é limitado; o outro, 
exterior de C, é ilimitado. Esta afirmação é conhecida como teorema de Jordan 
e sua demonstração não é simples. Aceitá-la-emos como geometricamente óbvia! 


Icf Cap. 6 do livro de Dienes citado no Apéndice 1 
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Vamos introduzir um novo parâmetro r nas equações paramétricas (1) de 
um caminho fazendo 


(5) t= pl), 


onde p é contínua com derivada seccionalmente contínua pr), e pr) > o, de 
modo que £ cresce com r. Então, se p(c) = a e p(d) = b, as equações paramétricas 
tomam a forma - 


(6) z= p=), y=W01=Y() (e<rsd). ; 


Estas equações representam uma transformação contínua de pontos do intervalo 


c Sr < d no caminho C, orientado de acordo com o sentido de crescimento de r, : 


e portanto de t. Ora, 


d un Y (r) 
ro-ro -52 vo- iip 


e a integral na fórmula (4) para o comprimento de C é transformada em 


[VENET gyro dr 


Portanto, = . R 
L= f VEF” (sd; 


isto é, o número L dado pela fórmula (4) é invariante sob tais mudanças na 
representação. paramétrica de C. 


` 44, Integrais Curvilíneas. A integral de uma função f da variável complexa 
z de um ponto z = & a um ponto z = É é definida em termos dos valores f(z) nos 
pontos de um arco C que se estende do ponto a ao ponto B. A integral é, portanto, 
uma integral curvilínea. Seu valor pode depender da escolha do arco C bem como 


de f, œ e 8. Embora a integral 
(1) figa a [ira 


possa'ser definida diretamente como limite de uma soma, uma definição em termos 
de integrais definidas do tipo introduzido na Sec. 42 apresenta algumas vantagens. 
Seja C um caminho que se estende de œ a £ e escrevemos Z =x + ix. Então, 


quando z está sobre C, 


o 2-0), y=%0 (asisd, 
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onde $ e y são contínuas e œ’ e y” são seccionalmente contínuas; também z = q: 
quando t=a e z= quando t=b. Seja f seccionalmente contínua sobre C, 
isto é, as partes real e imaginária de f são funções seccionalmente contínuas de z. 
Definimos então a integral (1) pela fórmula 


O” flo = [2580 + 0180 +40] a. 


A integral no segundo membro existe, visto que seu integrando é uma função 
complexa seccionalmente contínua da variável real £ (Sec. 42). 
Se u e y designam as partes de f, então, quando z está sobre C, 


fE) =u + iv = ult), pA] + ONO) 


a 
e nossa definição (3) potle ser escrita, seja em termos de integrais definidas reais 
com integrandos seccionalmente contínuos, 


(4) fofo de = [ue — war if? (uy +00) as, 


ou em termos de integrais curvilíneas reais, 


(5) fet de = fy (ud — v dy) + i fy (u dy + vaz). 


Observe que estas: representações podem ser obtidas formalmente substituindo f 
por u + iv e dz por dx + idy e, a seguir, desenvolvendo o integrando. 

A menos que se indique o:contrário, consideraremos integrais sobre caminhos 
tais como definidos na Sec. 43, onde os integrandos são funções seccionalmente 
contínuas sobre esses.caminhos. Assim, a integral curvilínea (1) também é chamada 


- integral de caminho. 


De acordo com a fórmula (3) ou (4), a integral de $ a a sobre um dado 
caminho C é descrita em termos de integrais definidas de t=bat=a,e portanto 


(6) fi sede = — [É 50 de 


onde as integrais são integrais de caminho sobre C em direções opostas. Das 
fórmulas (3) e (4) decorrem outras propriedades de integrais de caminhos, a saber, 


6) fe Efe) dz = k J $) de 
para qualquer constante complexa k, 
(8) fot + odz = f Ale) de + f, g) dz, 


e, quando C consiste de um caminho C; de « a algum ponto y e de um caminho 
Cı de y a f, então f 


94 - VARIÁVEIS COMPLEXAS E SUAS APLICAÇÕES 


0) fofo ds = fat de + fofo) de. 


Quando z está sobre C, interpretamos O símbolo ldz| assim: 
aa) = 180 + Y 01d = da? + (dy). 


Nossa definição (4), Sec. 43, do comprimento do caminho C pode ser abreviada 
pela fórmula , 


(10) L= fe da] 


desde que. se considere positivo o valor da integral real aqui. 
Em vista da desigualdade (6), Sec. 42, temos à desigualdade 


| ico + ate! +4) als fiw tad (asb 
Se usamos a abreviação 


fotia [EO twotwa tes 


a desigualdade anterior para a integral de caminho de uma função seccionalmente 
contínua toma a forma 


D ` | fa 50 de] 5 Jo ON lda 


Se If(2)l < M quando z percorre O caminho C, onde M é alguma constante, e se 
L designa o comprimento de C, o valor da integral real no segundo membro da 
desigualdade (11) não exerce ML; portanto 


(12) | e 10 de] < ML. 


As propriedades (11)-e (12)-são particularmente úteis na teoria das integrais 
de caminho. 5 : 

O valor de uma integral de caminho é independente da mudança na repre- 
sentação paramétrica de seu arco descrita pela equação (5), Sec. 43. Isto pode ser 
visto escrevendo as integrais reais na fórmula (4) em termos do novo parâmetro r 
e seguindo o procedimento usado na Sec. 43, para mostrar à invariância do com- 
primento de arco. OE 

Embora uma análise mais profunda de fundamentos geométricos e lógicos, ou 
mesmo topológicos, da teoria das integrais curvilíneas seja interessante, limitar-nos- 
“emos a abordar a teoria em si. 

A integral definida real pode ser interpretada como área. Ela tem outras 
interpretações. Exceto em casos especiais, não dispomos de uma interpretação 
útil, geométrica ou física, para a integral curvilínea no plano complexo. Apesar 
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disso, como já salientamos, a teoria da integração no plano 


pae EN h complexo é ia- $ 
mente útil na física, engenharia e matemática. plexo e TOTORA ha 


45. Exemplos. Calculemos o valor da integral 
l= f P z? dz 
onde C, é o segmento reto OB de z =Q a 
a z =2 + i (Fig. 30). Se a coordenada (y 6 


usada como parámetro(£) as equações para- 
métricas de C, reduzem-sea x =2y(0Sy S 1) y Fis. 30 


(0) integrando 2? é contíl 
n inig em todos os NS fica : 
4 z? = x? - y? + 2xyi A +4yi 


e iwo + War, ou dx + idy, se torna (2+ Ddy; logo 
L = fy G +D + i) dy 
= (3 +2 +i) f, ydy = 4 +i 
Seja C, o caminho OAB da Fig. 30 e calculemos a integral 
l= fatt = La z? dz + de, 


S a te 

e a e A = z A die paramétricas deste arco são x =x, y = 0 
3132) z é substituído por dx. = i E 

dz é substituído por idy. Portanto, P PER 


h= f zaz + f, (2 + iyYidy 
=g tilf (44) dy t ai / y dy] = 34 94. 


Incidentalmente, as e es do cáminho odem ser à 
te, quações do cá ho OAB dem ser escritas na forma 
x=, y = Y (0< 1 < 3), onde i 


ft (05152 
wo={3 aro 


“fo 0s1s 
dO param 


O = i i f 
Apo pema ge l, =1,. Assim, a integral de z? sobre o caminho fechado 
a alor 1 E f,=0, e veremos logo que isto é uma consegiência do 

integrando z? ser analítico sobre o caminho e no seu interior 
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Como terceiro exemplo, consideremos a função 
fe) =Z 


~- como integrando; f é contínua em todos os pontos. Se C3 é o semicírculo 
superior do círculo |Zl= 1 de z = -1 a z = 1 (Fig. 31), suas equações paramétricas 


podem ser escritas 


Fra. 31 


z= cos 0, y= sen ð, ou å z=” (0 <09<7). 


Então, substituindo dz por (-sen 6 + i cos 0)do, 
vemos que 


h= f, 34 = fé (cos 0 — å seno) sen O + é cos 6) de 
[e r : 
= ffe ie do = afea = ri. ' 
r w . 
A integral 1, entre os dois mesmos pontos ao longo do semicírculo inferior 
À C, (Fig. 31), representado pelas equações ê 


x=cos0, y=sent ou 2 = e" (r <0 S 2r), 
é avaliada da mesma maneira: f 
. f2r ñ 
L= f,3de=3f do = mi. 


Note que 74 + Ia e que a integral Zc de Z ao longo de todo o círculo C no sentido 
anti-horário, não se anula: 


lo= f¿2de= I= Is = dri. 


Quando z está sobre O círculo unitário C, 


assim, os integrandos das integrais La, la e Ig podem ser substituídos por 1/z. 


X 
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Em particular, 


l= |Ë = 2m. 
ez 


Como último exemplo, seja Cs o segmento reto do ponto z =i az =i. 
Sem calcular a integral 


hah 
Cs 2 
vamos determinar um majorante para seu valor absoluto. O integrando é contínuo 
sobre C; visto que seu único ponto de descontinuidade é a origem. 

Escolhido o parámetro + como a coordenada x, as equações paramétricas 
de C; teduzemsse a y,=1-x (05x S 1). Quando z está sobre Cs, 


Iz} = (2 +y Y = [x? + (1-97? = (2x? - 2x + 19, - 


e, para determinar um minorante para esta quantidade, notemos que 
1 1 1 
4= ir Pzt 
ai E 4 


pois ( -47 > 0. Consegiientemente, para todo z sobre Cs, 
l 


als + 


; ia 
fato, aliás, geometricamente evidente, Assim, podemos tomar M = 4 na desigual- 
dade (12), Sec. 44. Como o comprimento de Cs é VŽ, segue-se que 


Msl S 4V2. 


EXERCÍCIOS 


Para cada função f e caminho C dados nos exercícios 1 a 6, determine o valor de 
fo seo de 


após verificar que f é pelo menos seccionalmente contínua sobre C, e que C é de fato um 
caminho tal como definido na Sec. 43. 


L Fl) =y-x- 3x i; C é o segmento reto de z=0azsi+i 
Resp. 1- i 


2. f2)=y-x- 3x2; C consiste de dois segmentos retos, um dez = 0 a z=ie o outro de 
z=iaz=1+i 


Resp. 4a =i), 
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3. 


7. 


9. 


10. 


11 


12, 


fO=(+2)z e Cé 

(a) o semicírculo ` z =2e'º, onde O varia de Oa T; 
(b) o semicírculo 2z=2e'?, onde O varia de 0 a —T 
(c) o círculo 2 =2e'?, onde Ô varia de -Ta M. 


Resp. (a) -4+2m1i; (b) -4- 2111; (c) 4ni. 


. fg)=2-1,e Céo arco abaixo de z=0 a z2=2: 


(a) o semicírculo z - 1 = e*(0S0Ém; 
(b)o segmento do cixo-x. 


Resp. (a) 0; (b) 0. 


k Cé oaro dez = -1 -Ìaz=1+i da curva y =x? e 
4y quando y > 0 
fe)= g 
1 quando y <0. 
Resp. 2 + 3i, 
É =, e C éo caminho abaixo de z =mi a z=1: 


(a) o segmento reto; 
(b)a poligonal ao longo dos eixos de coordenadas. 


Resp. la) 1+e; (b) 1+e. 


Se Cé o contorno do quadrado com vértices nos pontos z = O z=1l,z=1l+iez=i, 
mostre que 


Er (32 + 1) de = 0. 


Sendo C a fronteira do quadrado no exercício 7, calcule 


l h x exp (m2) da. 


Resp. 4(e7- 1). 
Avalie a integral 13, Sec. 45, usando as equações de C: 
r=t y=vV1-=8B (-151S1. 


Seja C o arco do círculo lzl= 2 que se situa no primeiro quadrante. Mostre que 


Most 


sem calcular o valor da integral, 
Sendo C o contorno do triángulo com vértices nos pontos z = 0, z = -4 e 2= 3i, mostre 
que 


T 


ETEL 


Sendo C um círculo |z|= R, onde R > 1, mostre que 


H Log go| < or Tt qe E 
c z R 


e que, portanto, o valor da integral tende para zero quando R->0o0, 
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13. Escrevendo a integral em termos de integrais reais, prove que 
8 
Í. d=ß-a 
a 


quando a integração é efetuada do ponto z = Œ a Z'= B sobre (a) um arco de Jordan 
suave; (b) um caminho. 


14. Prove que 
2 ff ed =p a 


quando a integração é efetuada sobre (a) um arco suave de Jordan; (b) um caminho. 

(c) Como conseqüência, mostre que a integral de z ao Tongo de qualquer caminho fechado 

. é nula, E 
15. Quando Co é um círculo 
` A EA E 

2-20 Srogi? (0 S0 S2, ro> 0). 


com orientação anti-horária, mostre que 


A O) de = iro JE fo + roe'®)e? de o 


se f é contínua sobre Co. 
16. Como casos particulares do exercício 15, mostre que 


do. E dz E 
fo Ez mi Pra g 


(n=23,...). 


46, O Teorema de Cauchy,Goursat.! De acordo com o teorema de Green 
sobre integrais curvilíneas reais, se duas funções P(x,y) e Q(x, y), juntamente 
com suas derivadas parciais de primeira ordem, sáo contínuas sobre uma região . 
fechada R consistindo do interior de um caminho fechado C e da fronteira C, 


entáo ; . 
Es 0 OP 
[es + Q dy) IRE - F) dedo, 


onde C é orientado no sentido positivo (anti-horário); os pontos interiores de R 
ficam à esquerda de quem caminha sobre C em tal sentido. 
Considere agora uma função 


SE) = u(x, y) + iv(x,y) 


a qual é analítica em todos os pontos de um caminho fechado C e de seu interior, 
e é tal que f(z) é contínua aí. Então u e v, e suas derivadas parciais de primeira 
ordem; são contínuas na região fechada, e consequentemente - 


lEdoward GOURSAT, matemático francês, 1858-1942 
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av du 
- fe si) dem 
du dv 
IN 


Em vista das condições de Cauchy-Riemann, os integrandos das duas integrais 
duplas se anulam na regido R. De acordo com a fórmula (5), Sec. 44, as integrais 
curvilíneas no primeiro membro são as partes real e imaginária do número 
complexo representando a integral curvilínea de f(z). Assim, 


fe $2) dz = 0. 


fitas - v dy) 
Je 
fera wan 
c 


1l 


Este resultado foi obtido pela primeira vez por Cauchy no começo do último 
século. A 3 
Como exemplos elementares, notemos que, para todo caminho fechado C. 


fede =0, fo az =0, 


visto que as funções 1, z e z? são inteiras e suas derivadas são contínuas em todos 
os pontos. . 
Goursat foi o primeiro a provar que a continuidade de f’ pode ser omitida 


das hipóteses no teorema. A remoção desta condição é importante. Uma das 
consegiências, por exemplo, é que as derivadas das funções analíticas também são 


Je z? dz = 0, 


analíticas, como mostraremos adiante. A reformulação do teorema, teorema de - 


Cauchy-Goursat, pode ser enunciada como segue. 


Teorema. Se uma função f é analítica em todos os pontos interiores e 
sobre um caminho fechado C, então 


fo de = 0. 


A demonstração será apresentada nas duas secções subsegiientes. Será uma 
tarefa simples estender o resultado a curvas mais gerais, inclusive, por exemplo, 
a toda fronteira da região entre dois polígonos, um interior ao outro. 


47. Um Teorema Preliminar. A derivada f(zo) existe quando f(z} é ana- 
lítica no ponto zp; isto é, dado um número positivo e, existe um número positivo 
$0, dependendo de zo e e, tal que 


a) Oa pelee 


oR sempre que 0 < |z — zo < 80. 


Para a prova do teorema de Cauchy-Goursat, mostremos primeiro que é 
possível dividir a região delimitada pelo caminho fechado C, de modo que a 


1] 
| 
i 
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primeira desigualdade acima resulte verdadeira para todo z em cada subdivisão, 
quando zo é convenientemente escolhido nessa subdivisão. Assim, vemos que há 
certa uniformidade na aproximação de f(z) por Af/Az. 


Lema. Seja f(z) analítica em todos os pontos de uma região fechada R, 
consistindo do interior de um caminho fechado C e do próprio C. Dado um 
número positivo e, é possível dividir R num número finito n de quadrados e de 
quadrados parciais, cujas fronteiras serão indicadas por Cj, de modo que existe 
um ponto zj no interior de C} ou sobre C; para o qual a desigualdade 


o) (OM e <e =L...) 


de 
será satisfeita por todo pónto z (z + zj) no-interior de C ou sobre C; 


Dividamos a região R por meio de 
retas paralelas aos eixos de coordenadas, 
de modo a cobrir a regido por um número 
finito de quadrados iguais. A parte de 
cada quadrado que fica fora de R é 
removida; assim R fica dividida em qua- 
drados e quadrados parciais (Fig. 32). . 

Seja dado um número positivo e. : Fia. 32 

Para simplificar a linguagem, diremos que uma dessas sub-regiões, quadrado 
ou quadrado parcial, “tem a propriedade (2)” se existe um ponto zj nessa sub- 
região, tal que a desigualdade (2) é satisfeita, para € acima dado, por todo ponto 
z(z + zj) da sub-região. 

Se todas as sub-regiões têm a propriedade (2), não há o que provar. 

Suponhamos agora que algumas das sub-regiões não tenham a propriedade 
(2). Vamos dividir. cada uma das sub-regiões sem a propriedade (2) do seguinte 
modo: se a sub-região é um quadrado, dividimo-la em quatro quadrados iguais, 
e se a sub-região é um quadrado parcial, dividimos o quadrado que a contém em 
quatro quadrados iguais e, a seguir, descartamos as partes que ficam fora de R. 
Se algumas das regiões menores assim obtidas ainda não tiverem a propriedade (2), 
continuaremós dividindo cada uma dessas do mesmo modo, etc. 

Após-um número finito de tais operações (divisões), pode ocorrer que che- 
guemos a uma divisão de R, tal que todas as sub-regiões presentes tenham a 
propriedade (2). Nesse caso o lema está verificado. 

Suponhamos então que, pelo menos, uma das sub-regiões originais não 
possa ser dividida, por um número finito de tais operações, em regiões do tipo 
mencionado, todas com a propriedade (2). Indicamos essa sub-região por oo se 
ela é um quadrado; se a sub-região é um quadrado parcial, co designa o quadrado 
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que a contém. Então, após a divisão de oo, um dos quatro quadrados menores, 
denotado por a,, contém pontos de R mas não tem a propriedade (2). Dividindo 
o, obteremos gz, que contém pontos de R e não tem a propriedade (2), etc. 
Se, em qualquer estágio k, existirem mais de um quadrado nas condições acima, 
ok indicará aquele que ocupa a posição inferior e mais à esquerda, a fim de tornar 
a escolha específica. 

Cada quadrado ag da sequência infinita 


00, F1, 025 =- Ok-to Oko + 


está contido no precedente, 0x.1, € tem o lado que é a metade do de gg. 1; também 
ok contém pontos de R. Existe um ponto Zo comum a todos os quadrados desta 
segiiência infinita encaixada de quadrados (Exercício 13, Sec. 50). Cada vizinhança 
de Zo, |Z -Zol < 8, contém um quadrado da sequência, quadrado cuja diagonal 
tenha o comprimento menor do que $. Assim, cada vizinhança de zo contém pontos 
de R e, portanto, zo é um ponto de acumulação do conjunto R. Como a 
região R é fechada, o ponto de acumulação zo pertence a R. 

Deste modo, f(z) é analítica em zo €, correspondendo a e inicialmente dado, 
existe um número positivo do tal que a condição (1) é satisfeita em zo. Mas a- 
vizinhança |2-Zol < do que comparece na condição (1), contém um quadrado 
ok, onde K é suficientemente grande, de modo que o comprimento da diagonal 
de gg seja menor do que ôo. Conseqiientemente, o ponto Zo serve como ponto 
z; na desigualdade (2) que, neste caso, é satisfeita na sub-região consistindo do 
quadrado op ou de uma parte de og- Em outras palavras, og ou uma parte de 
og já tem a propriedade (2). Desta feita, não, é mais necessário dividir ox, o que 
contradiz nossas hipóteses. Assim chegamos a uma contradição e a demonstração 
do lema está completa. e 


48. Demonstração do Teorema de Cauchy-Goursat. Mostraremos que a de- 
sigualdade 


(1) Ito de | <e 


se verifica para qualquer número positivo e”. Para o caminho fechado dado € 
e a função dada f, a integral tem um valor constante definido. A integral, por- 
tanto, deve ser igual a zero. 

Para um número positivo dado e, sejam C; (j= 1, 2,...,n) os contornos de 
quadrados e quadrados parciais em que a regido é dividida, de acordo com o lema 
precedente, de modo que cada quadrado, ou quadrado parcial, tem a propriedade 
(2), Sec. 47. Podemos enunciar a desigualdade (2), Sec. 47, na seguinte forma. 
Cada uma das funções 


e) 5/(2) LOL rea) (=1,2.. 


E 
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satisfaz à desigualdade 


Ro) IBe) < e. 


Observe que cada função 6;(z) é contínua; em particular, seu limite, quando z 
tende para zj, é igual a zero, e podemos definir 8;(z;) como sendo igual a zero, 
preservando assim a continuidade da função. 

Façamos agora com que z percorra a fronteira C;. De acordo com a equação 
(2), o valor de f(z) em qualquer ponto de C; pode ser escrito 


(4) F=f) -yfe + fez + z-z). 


Integrando ao longo de C; e lembrando-nos de que (Sec. 46) 


my, 
a E =0, fzt=0, 


vemos que 


©, fo 10 de = fo te — DI) de. 

Seja a integração ao longo de cada C} feita no sentido anti-horário. A soma 
de todas essas integrais é a integral ao longo do caminho fechado C no sentido 
anti-horário, isto é,. 


à fo HO de = f.10 da, , 


$ 
visto que as integrais curvilíneas do longo 
do segmento-fronteira comum a duas sub- 
-regiões adjacentes se cancelam mutua- 
mente; a integração é feita num sentido 
ao longo desse segmento numa região, e 
no sentido oposto na outra (Fig. 33). Fic. 33 
Permanecem somente as integrais ao lon- 

go dos arcos, que são. partes de C. Portanto, em vista da equação (5), 


foto de = ` fa, €- AE da, 
£ 


e, por conseguinte, 


| feto) de | ES ME (e — 2)8(2) de 
jm 3 


z D he le — aj) 18,(2)1 laz]. 
j=1 
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Segue-se da desigualdade (3) que 


9 [foso à| < D) fe le — al leal. 
Pi 


Cada fronteira G coincide, total ou parcialmente, com a fronteira de um 
quadrado. Em qualquer dos casos, seja s; o comprimento de um lado desse qua- 
drado. Ora, z está sobre G, e Z; no interior ou sobre Ch de modo que 


iz-z;]5 yv2, 


e 
Y foste — zi ldel 5 ss V/Z fo, ldel." 


A última integral representa o comprimento de Cj. Seu valor é 4s; se C} é 
um quadrado, e não excede (4s; + Lj) se C; é um quadrado parcial, onde L; é o 
comprimento do arco de C que faz parte de Cj. Quando C; é um quadrado e 
Aj designa a área desse quadrado, então, de acordo com a desigualdade (7), 


(8) fale — 2 ldel £ 4 Vs} = 4 V As 
Quando C; é um quadrado parcial, 
Q f o, le — zil del < s; VZ (4s; + Li) < 4 VŽ A; + VŽ SLi 


onde S é o comprimento de um lado de algum quadrado que envolva todo o 
caminho C e todos os quadrados usados originalmente para cobrir C (Fig. 33). 
Assim, a soma de todos os Aj náo excede s. 

Se L designa o comprimento de C, segue-se agora das desigualdades (6), 
(8) e (9) que 


NA $) de| < «4 VZS? + V2 SL). 


Aqui, para cada número positivo e”, o segundo membro pode ser tornado igual 
a e”, atribuindo-se um valor conveniente ao número positivo e. Está, assim, estabe- 
lecida a desigualdade (1), e o teorema de Cauchy-Goursat está demonstrado. 


49. Domínios Simplesmente e Multiplamente Conexos. Um domínio sim- 
plesmente conexo D é uma região aberta e conexa (um domínio) tal que todo 
caminho fechado contido em D envolve somente pontos de D. O interior de um 
caminho fechado é um exemplo; mas o exterior não é simplesmente conexo, como 
também não o é a região anular entre dois círculos concêntricos. Um domínio 
que não é simplesmente conexo diz-se multiplamente conexo. 

O teorema de Cauchy-Goursat pode ser enunciado na seguinte forma 
alternada. 


„ou uma cadeia contínua de tais segmei- 
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Se f(z) é analítica sobre um domínio simplesmente conexo D, então, para 
todo caminho fechado C contido em D, tem-se 


o f.10 de = 0. 


O caminho fechado C aqui pode ser substituído por uma cadeia fechada de 
arcos suaves de Jordan, que eventualmente se auto-intercepta, uma vez que cada 
laço da cadeia é um caminho fechado contido em D. Também, € pode conter um 
arco que é duas vezes percorrido em sentidos opostos, já que as integrais ao 
longo do arco nos dois sentidos se cancelam mutuamente. Se o número de tais 
arcos, ou auto-intersecções, não é finito, podem surgir problemas delicados. 

O teorema pode ser estendido de modo a permitir que D represente certos 
domínios multiplamente conexos. i 


Teorema. Seja Cum caminho fechado e seja Cj um número finito (j.= 
= 1, 2, ..., n} de caminhos fechados contidos no interior de C, tais que os 
interiores de C; não tenham pontos em comum, Seja Ra região fechada consistindo 
de todos os pontos de C e dos pontos interiores a €, exceto os pontos interiores 
a cada C; (Fig. 34), e seja Ba fronteira orientada de R, consistindo de C e de to- 
dos os Cj, orientados de modo a deixarem os pontos de R à esquerda de B. 
Então, se f(z) é analítica em R, 


o) f, 10 de =0 


Para estabelecermos este resultado, 
vamos introduzir um segmento” reto £y, 


tos, ligando o caminho C ao caminho C;; 
um outro, L2, ligando C, e Ca; e assim 
por diante; por último, Ln+1, ligando Cy - 
e C. Desta maneira, tal como indicam as Fic. 34 

setas na Fig. 34, podem ser formados 

dois caminhos fechados C’ e C”, cada um consistindo dos segmentos L; e de partes 
de C e Cj. Como f é analítica nos interiores de C’ e C” e sobre os mesmos, O 
teorema de Cauchy-Goursat se aplica a f sobre C” e C”, e a soma das integrais de 
f ao longo de C’ e de C”, onde os dois caminhos são orientados de modo à 


. deixarem os seus pontos interiores à esquerda, é igual a zero. Mas esta soma é 


exatamente a integral de f ao longo de B, visto que as integrais de sentidos 
opostos ao longo de cada Lj $o cancelam mutuamente, permanecendo na soma 
somente a integral ao longo de B. Segue assim a fórmula (2). 

Como ilustração deste teorema, vemos que 


E de = 
AG +) 


1w — YARIAYEID CUMPLEXAS E SUAS APLICAÇÕES 


se'a fronteira B consiste do círculo |z| = 2 com 
orientação positiva e do círculo |z|= 1 com orien- 
tação negativa (Fig. 35). O integrando é analítico, 
exceto nos pontos z = 0 e.z = t3i, e esses três 
pontos ficam fora da região anular com fronteira B. 


mente conexo D sobre o qual f é analítica (Fig. 36). Se C, e C, são dois caminhos, 
contidos em D, ligando Zo a z, então C} e C, juntos, formam uma curva fechada, 
caminho fechado, a menos de possíveis auto-intersecções, ao longo do qual o 


teorema de Cauchy-Goursat é válido. Assim, se indicamos por 2”, pontos de Cv 
Go: É 


fated — fa KE) d2 =0; 


isto é, a integral de zp a z, 


(1) Pe) = f NE) az, 


tem um mesmo valor para. todos esses caminhos. 


y 


Fis. 36 - Fra, 37 


Mostraremos agora que a derivada de F(z) existe e é igual a f(z). Seja z + Az 
um ponto em -D (Fig. 37). Então 


F(z + Az) — Fte) = Í. He Ke) de — J FN) de 
= [550 az, 


onde o caminho de integragáo de z a z + Az pode ser escolhido como um segmento. 


| 
50. Integrais Indefinidas. Sejam zo e z dois pontos num domínio simples- 
t 
reto, Podemos escrever (Exercício 13, Sec. 45) 
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102 [Mar E [Pro ar, 


e portanto, 


FE + de) = F(2) fer: E E ar, 


Mas f é contínua no ponto Zo. Logo, para cada número positivo e, existe um 
número positivo ô tal que . 


fe) = fal <e 


quando I2-21< 8, pu, em particular, quando |Az|< 3. Portanto, quando ' 
lAz|< ô, i 


F(z + Az) — F(2) € Aca TEN 


isto é, 


lim 
Az>o 


F(z+ Az) -F(z) _ 
A E f). 


Assim, a derivada da integral (1) existe em cada ponto z em D, e 
2) Í E (2) = fE). 


A integral de uma função analítica é portanto uma função analítica do seu 
limite superior de integração, desde que o caminho de integração seja confinado 
a um domínio simplesmente conexo em que o integrando é analítico. 

Podemos ver, da definição (1), que F(z) varia de uma constante aditiva 
quando o limite inferior de integração zo é substituído por uma outra constante. 
A função F.é uma integral indefinida ou antiderivada de f, escrita 


Pe) = [10 de; 


isto é, ela é uma função analítica cuja derivada é f(z). Em vista da fórmula 0), 
a integral definida pode ser avaliada como diferença de valores da integral inde- 
finida, como no caso de integrais reais; 


o fro de= [2 10) de — [EN dz = F(8) — Flo). 


s ý 


Aqui os caminhos de integração supõem-se contidos num domínio simplesmente 
conexo onde f é analítica. 
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Deve-se notar que se G é uma função analítica, diferente de F, tal que 
Ge) = f(z), então a derivada da função w = G - F é zero. Assim, se w = u + iv, 
então ` 


e portanto ðu/ðx e ðv/ðx se anulam em todo o domínio onde F e G são analíticas. 
Em vista das condições de Cauchy-Riemann, ðu/ðy e 9v/3y também se anulam, 
e portanto u e v são constantes. Logo w é uma constante, seguindo-se que as duas 
integrais indefinidas F(z) e G(z) diferem por uma constante. Como consequência, 
qualquer integral indefinida de f pode ser usada, no lugar de F, na fórmula (3). 

Uma integral indefinida da função f(z) = z?, por exemplo, é a função inteira 
F(z) = 2º/3. Como-a função z? também é inteira, podemos escrever 


[Maa = ae | = anti, 


para qualquer caminho entre os pontos Z = Oez=1+i 
Como outro exemplo, vamos calcular 


(4) fiad 
ao longo de um caminho qualquer, ligando os dois limites, contido no semiplano 
superior do plano-z, onde 


6 a = Vr ep i (0 < 0 < 2. 


Esta função não é analítica nos pontos do raio 8 = 0 em z = ] em particular. 
Mas um outro ramo 


19 . 

flo) = Vr exp $ .>0-=E<0< mM, 

2 2 2 
1 

da função multivalente z? é analítico em todos os pontos, exceto no raio 
8 = -n/2. Os valores de fi(z) no semiplano superior coincidem com os da nossa 
função (5), de modo que o nosso integrando pode ser substituído por filo). 
Uma integral indefinida de f, é a função É 
2 2 ii e x 3r 
L£A= EE A a 
32? 3% epa (>o, ¿=0<z— 


analítica no domínio de definição de f,; assim, 
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1 Ñ aat 
fi 2d gnenn)! = qe em) = ga i, 


PS 


A integral (4) ao longo de um caminho abaixo do eixo-x tem outro valor. 
Aí podemos substituir o integrando pelo ramo 


- 0 Br 
flo) = Vip (: > o5 <0 < 7) 


cujos valores coincidem com os da função (5) no semiplano inferior. A função 
analítica 


+ 2 2 310 x 5r 
- la=ip x= £ At 
X 3? gr expo. (->0,5<0<%) 


é uma integral indefinida de f,(z); assim, ao longo de qualquer caminho contido 
no semiplano inferior, 


1 1 ; A 
EE a grein]! = ge — em) = (140). 
A integral da função (5), no sentido positivo, ao longo de um câminho f 


fechado, consistindo de um caminho do primeiro grupo e de um do segundo tem, 
portanto, o valor 


a od 
301t0770+D=->3> 


EXERCÍCIOS 


1. Determine o domínio de analiticidade da função f e aplique o teorema de Cauchy-Goursat 
para mostrar que. , 


fosas =0 


onde o caminho fechado C é o círculo |z|= 1 e quando 


2 5 
ro OO Of sn 


Efe) = sechz; (Dfw)-tgz; (MÍ()= Log(z+2). 


2. Se B é a fronteira da região entre o círculo |z| = 4 e o quadrado com lados sobre as 


retas x = ti e y = tl, onde B é orientada de modo a deixar a'região à sua esquerda, 
diga porque 


fuso de = 0 
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quando 


= grrr O0 = y 01 - 


. Seja a, um caminho fechado no domínio interior a um outro caminho fechado C2, onde 
Cı e Cz são ambos orientados no sentido positivo (anti- horário). Se uma função f é 
analítica na região fechada entre Cı e C2, diga porque 


fato ms feto de. 
. Usando os resultados do exercício 3 acima e do exercício 16, Sec. 45, mostre que 
dz f dz e 
== 2ni, cega po (n=23, +.) 


onde C é a fronteira do retângulo 0 S x £3,0 Sy £ 2, orientada no sentido positivo, 
Usando uma integral. indefinida, mostre que, para qualquer caminho C que se estende de 
“um ponto œa um ponto f, 


L an dz = + 1 (BH at) (n=0,1,2,....). 


Avalie cada uma das seguintes integrais, ao longo de um caminho arbitrário ligando 
os limites de integração: 


a f” em de; E cos 5 q de; UN (2 — 2)3 dz. 


Resp. (a) (14 dm; (b) e+1/e; (e) O. 
. Quando 2,7:0 e 2280 e 21522, mostre porque 


sempte que o caminho de integragáo é interior a um domínio simplesmente conexo que 
não contém a origem. Justifique também a seguinte afirmação: para qualquer caminho 
fechado C, do qual a origem é um ponto interior ou um ponto exterior, 


. Sejam Zo, 21 e Zz três pontos distintos de um domínio simplesmente conexo D. Suponha 
que uma função f e sua derivada f’ sejam ambas analíticas sobre D, exceto em Zo. 
Generalize O resultado no exercício 7 para mostrar que, para todo caminho em .D que 
vai de Z} a Zz sem passar por Zo, 


JE PO d= fed 10); e poranto, fg Ode =0 


quando ọ caminho fechado C em D não passà por Zo. Dê exemplos de tais funções e. e 
domínios, 


13 


0 
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9. Usando uma integral indefinida, determine o valor da integral 


E dz 
-—2 2 
ao longo de um caminho qualquer que vai de z = -2i az = 21, contido no semiplano 


direito. Note que o ramo principal Log z é uma integral indefinida de 1/z, que é é analítico 
no semiplano x > 0 exteto na origem. 


10. Resolva o exercício 9 ¡para um caminho qualquer que não encontre o semi-eixo x = = 0 do 


eixo real. 


Resp. -ni 


11. Note que a função. univalente 


1l 


Na 
IA 
> 
A 

EN 

— 


fa) = = Vi êxp É ( > 0,- 
Ho) =0 


é contínua em todo o semiplano 0 £ 0Sm,rão. Seja C a fronteira do semi-disco 
rS1,0<0£T, orientada no sentido positivo. Mostre que 


: fogo 


computando as integrais de f ao longa do semicírculo e ao longo dos dois raios sobre o 
eixox. Por que não se aplica o teorema de Cauchy-Goursat aqui? 


12. Intervalos Encaixados. Determina-se uma sequência de intervalos fechados ay £ x S by (n= 


=0,1,2,...) de acordo com certa regra de escolha de semi-intervalos, de modo queo 
intervalo (a, b1) seja o semi-intervalo esquerdo ou o direito de um dado intervalo (ag, bo); 
então (aa, b2) é um dos semi-intervalos de (ay, b1), e assim por diante? Prove que existe 
um ponto Xp que pertence a cada um dos intervalos fechados (an, by). 

Sugestão: Note que as extremidades "esquerdas an formam uma seqüência limitada não 
decrescente de números, visto queão S an Í an+ < bo; portanto a sequência tem um 
_ limite A quando n +00. Mostre,: de modo análogo, que a seqiténcia das extremidades 
direitas by *tem um limite B; e, então, que B = A = xo. 


Quadrados Encaixados. Um quadrado 09:49 SxÉ bo, CoS y Sdo, onde bo- ag=do- Co, 
é dividido em quatro quadrados iguais por meio de retas paralelas aos eixos de coordenadas. 
Um desses quatro quadrados menores 01: agx Sb, c¡£y<d;, ondeby-a=dy-cy 
é escolhido de acordo com alguma regra, e o mesmo é dividido em quatro quadrados iguais, 
dos quais um, 03, é selecionado, etc. (Sec. 47). Prove que existe um ponto (xo, 20 que 
pertence a cada uma das regiões fechadas da segiléncia infinita Og, Oy Oh... 
Sugestão: Aplique os resultados do exercício 12 a cada uma das segiiências nx 3 bn e 
en SyS dy (1=0,1,2,- as: ). 


51. A Fórmula Integral de Cauchy. Estabeleceremos agora outro resultado 
fundamental. 


Teorema. Seja f analítica no interior de e sobre um caminho fechado C. 
Se zo é um ponto qualquer no interior de C, então 
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onde a integração é efetuado no sentido positivo ao longo de Cc. 

A fórmula (1)'é a fórmula integral de Cauchy. Ela mostra que o valor de 
uma função analítica numa região é determinado, em toda a região, por seus valores 
sobre a fronteira. Assim, não há escolha quanto à maneira de definição da função 
nos pontos interiores, quando a função está definida sobre a fronteira. Toda 
alteração de valores da função nos pontos interiores deve ser acompanhada por 
uma mudança de seus valores na fronteira, se se deseja preservar a analiticidade 
da função. Veremos outras evidências deste caráter orgânico de funções analíticas 
no decorrer da teoria. i - 

De acordo com a fórmula integrál de Cauchy, por exemplo, se C é o círculo 
izi = 2 orientado no sentido positivo, então, tomando zo = -i, podemos escrever 


z dz = Pri Zi a 
cO- Der) Tola 5 


uma vez que a função f(z) = z/(9-2?) é analítica no interior de e sobre C. 
“Para demonstrar o teorema, seja Cy um círculo em torno de Zo, |Z - Zol="o, 
onde ro é suficientemente pequeno para que Co esteja contido no interior de C 
.(Fig. 38). A função f(2)/(z - Zo) é ana- 
lítica em todos os pontos interiores e 
sobre C, exceto no ponto Zo. Logo, sua 
integral ao longo da fronteira da regiáo 
anular entre C e Co é zero, em virtude 
do teorema de Cauchy-Goursat, isto é, 


s ; f(z) dz _ He) dz =0 
CZ — Zo CŽ Zo À Fra. 38 


onde ambas as integrais são calculadas no sentido anti-horário. 
Como as integrais ao longo de C e de Co são iguais, podemos escrever 


He) de _ dz (2) — Heo) 
ce — zo Seo) Ca Ž — Zo BR Co 2— Zo ie; 


(2) 
Mas Z - Zo = roci? sobre Co edz = irgeld do, de modo que 


de E id A 
(3) hai de = 2i, 


para todo número positivo ro. Como f é contínua no ponto Zo, dado qualquer 
riúmero positivo e, existe um número positivo 5: tal que 


iz) -flzo)l<e sempre que |z- Zol S ô. 
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Tomamos rọ como sendo igual ao número 5. Então Iz-zol=ô, € 


10) =Le q] < | MOEN (gy é (2r) = Dre 


O 220 |7 Je le zo] 


O valor absoluto da última integral na equagáo (2) pode ser tornado arbi- 
trariamente pequeno, tomando-se ro suficientemente pequeno. Mas as duas outras 
integrais na equação são independentes de ro em virtude da fórmula (3), e assim, 
a última também deve ser independente de ro. Logo seu valor deve ser igual a, 
zero. A equação (2), então, reduz-se à fórmula abaixo,e o teorema está demons- 
trado. 

(e) rifles), 


cz — žo 


. 52. Derivadas de Funções Analíticas. Uma fórmula para a derivada f(Zo) 
pode ser escrita formalmente, derivando-se a integral na fórmula integral de Cauchy 


(1) fo NEC 


211 Jez — zo 


em relação a zo, sob o sinal de integral. Assim, 


(2) Pe) = zi c (z O de. 


Ta e 
Como antes, suponhamos que f seja analítica no interior de e sobre o caminho 
fechado C e que zo esteja no interior de C. Para estabelecermos a fórmula (2), 
observemos primeiro que, de acordo com (1), 


[Go + aay = fe) 1l f ( 1 ro de 


Azo 211 Azo z—=Z0o— Alo 2-2 


1 He) dz 
= dei Je — zo — Azo) (e — zo) 


A última integral tende para a integral 


quando Az, tende para zero; com efeito, a diferença entre essas integrais reduz-se a 


a f(z) de p 
Azo I (2 — 20) He — zo — Azo) 
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Seja M o valor máximo de |f(z)| sobre C e seja L o comprimento de C. Então, se 
do é a distância mínima de zy a Ce se | AZo! < do, podemos escrever 


JE) de 
Azo k (z — 2o)2(z — za — Aza) 


e a última fração tende para zero com AZo. Conseqiientemente, 


m Lo + Azo) — fe) _ al Fe) de 
2m 


Pd Azo AEN 


ML|åzo| 
de (de — Taza)” 


e a fórmula (2) está estabelecida. 

Se derivarmos de novo ambos os membros da fórmula (2) em relação a Zo, 
admitindo que a ordem de derivação e integração em relação az possa ser invertida, 
obteremos 


6) red pE 


Esta fórmula pode ser justificada -pelo mesmo método usado para estabelecer a 
fórmula (2). Com efeito, segue-se da fórmula (2) que 


wi Lo + Azo) — $'(20) - 


AZo Es i 
E 1 1 f(z) de 
= qui ms AS 
- JoL (z — zo — Az)?  (2— 20)?] Azo 
2(2 — 20) — Azo 
Jalea — zo — Aziz — 20)? si 
Seguindo o mesmo processo que o usado acima podemos mostrar que o limite da 
última integral, quando Az, tende para zero, é 


2 |, MOL 
ole — a)” 


é a fórmula (3) decorre imediatamente. 
Acabamos de estabelecer a existência da derivada da função f’ em cada ponto 
Zo interior à região delimitada pelo caminho C. 
De acordo com a definição, uma função f é analítica num ponto z, se, e 
« Somente se existe uma vizinhança dez, em cada ponto da qual f(z) existe. Logo 
f é analítica em alguma vizinhança do ponto. Se o caminho C, acima usado, é um 
círculo |z-z,] =.» nessa vizinhança, então f”(z) existe em cada ponto interior 
ao círculo, e portanto f’é analítica em z,. Podemos aplicar o mesmo argumento à 
função f’ para concluirmos que sua derivada f” também é analítica em z,, etc. 
Assim, o seguinte resultado fundamental é uma consequência da fórmula (3). 


eia e 
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Teorema. Se uma função f é analítica num ponto, então suas derivadas de 
todas as ordens, f’, f”, ..., também são funções analíticas nesse ponto. 
Como f’ é analítica e, portanto, contínua, e como 


A du „ôv _ ðv . du 
fo dx + .ðy "ay 


segue-se que as derivadas parciais de u(x, y) e v(x, y) de primeira ordem também 
são contínuas. Como f'(z) é analítica e etc., segue-se que as derivadas parciais 
de u e v de todas as ordens são funções contínuas de x e y em cada ponto onde 
f é analítica, Este resultado foi antecipado em Sec. 20, para as derivadas parciais de 
segunda ordem, na discussão de funções harmônicas. 


q PER v ðv Pu 
e i 
r'o -= + “o zay om 


O argumento usado para estabelecer as fórmulas (2) e (3) pode ser aplicado 
sucessivamente para se obter: uma fórmula para a derivada de qualquer ordem. 
Mas podemos aplicar a indução matemática neste caso para obter a fórmula geral 


(4) JP) = = 1 a (m=1,2.... 


z = gt 


Isto é, se supomos válida a fórmula para um número inteiro positivo n = k, podemos 
mostrar, como antes, que a mesma também é verdadeira para n = k + 1. A demons- 
tração é deixada para o leitor, com a sugestão de considerar como um único 
termo a diferença Z- zo nas simplificações algébricas. 

O caminho fechado C aqui, bem como. na fórmula integral de Cauchy, pode 
ser substituído pela fronteira orientada B de uma região fechada multiplamente 
conexa R do tipo descrito no teorema da Sec, 49, quando f é analítica em R e zo 
é um ponto interior de R. Argumentos usados para deduzir a fórmula integral de 
Cauchy e sua generalização (4) permanecem válidos quando C é substituído por B. 


53. Teorema de Morera. Na Sec. 50 mostramos que a derivada da função 
| Fe) = [ 10) az 
existe em cada ponto de um domínio simplesmente conexo D e que, de fato, 
PO =. 


Supusemos aí que f fosse analítica em D. Mas na nossa demonstração usamos 


. apenas duas propriedades da função analítica f, a saber, que ela é contínua em 


D e que sua integral ao longo de qualquer caminho fechado em D. se anula. 


“Assim, quando f satisfaz a estas duas condições, à função. F é analítica em D. 
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Mostramos em Sec. 52 que a derivada de toda função analítica é analítica. 
Como F(z) = f(z), segue-se que f é analítica. Estabelecemos, assim, o seguinte 
teorema, devido a E. Morera (1856-1909). 9 


Teorema. Se uma função f é analítica em todo um dominio simplesmente 
conexo D e sè, para qualquer caminho fechado C em D, 


foi =0, 


então f é analítica: em D. 
O teorema de Morera serve como recíproca do teorema de Cauchy-Goursat. 


54. Módulos Máximos de Funções. Seja f analítica num ponto zo. Se Co 
é um círculo |z-z9l = ro em cujo interior e fronteira f é analítica, então, de 


acordo com a fórmula integral de Cauchy, 


Jen = | é 


2mi Jo, 2 — Zo 


Segue-se que 


0) edl 5 zz f, 1001 aa = o, 

onde Ay é o valor médio de |f(z)| sobre Co, isto é, 

D A ml a Vitrerie i ná 
= Sem Zo + roe'?)| rodo = % h |f(zo + roei?)] do. 


Assim, o valor de |f|] no centro não. excede o valor médio sobre Co. 

Seja Mo o valor máximo da função real contínua |f| no disco fechado 
iz -zol S ro. Portanto, |f(z9)| < Mo. Também |f(zo + roe*®)| S Mo e, em vista da 
fórmula (2), 


(3) Ao É 


Suponhamos que |f(z09)l = Mo. Então segue-se da desigualdade (1) que Mo £ Ao. 


Mas de (3), Mo > Ao, e portanto Ao = Mo. Assim, o valor médio de |f], dado pela . 


fórmula (2), coincide com o valor máximo Mo de Ifl. Ora, se |f(zo + roe'?)| < Mo 
para algum 8, então essa função contínua de O teria valores menores do que Mo 
sobre algum intervalo, e, portanto, seu valor médio seria menor do que Mo. 
Logo |f(z)| = Mo em todos os pontos de Co. 

Supondo ainda que If(zo)| = Mo, seja A, o valor médio de fi sobre um 
círculo qualquer C}, com -centro em zo, contido no interior de Co. Então 
|f(2)] S Mo sobre C,, donde decorre, como antes, que My S A, e A, SMo; assim” 
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A, = Mo e, portanto, |f(=)| = Mo sobre C,. Conseqiientemente, |f(z)i = Mo em 
todos os pontos do disco |z- zo1< ro. Mas se o módulo de uma função analítica 
é constante, é porque ela própria é constante (Exercício 15, Sec. 20). Logo f(z) é 
uma constante se |f(zo)l = Mo, isto é, 


(4) GE) |< Mo, a menos que f seja constante. 
Este princípio do módulo máximo também pode ser enunciado como segue. 
Se uma função não constante f é analítica em zo, então toda vizinhança de 
Zo, |Z -Zol < ro, contém pontos z tais que 
(5) FI> Ifo). 
O teorema seguirte; é uma conseqüência direta deste princípio. 
Teorema do Módulo Máximo. Se f é analítica num domínio limitado D e 
contínua no fecho D, e se M designa o valor máximo de |f(z)| em D, entáo, a 
menos que f seja constante, 


(6) [<M para todo ponto z em D. 


Assim, |f(z)| assume seu valor máximo M em algum ponto da fronteira de D, 


e jamais num ponto interior. Observe que as hipóteses são satisfeitas quando f é 


analítica em D. Note também que |f| é contínua em D e, portanto, assume um 
valor máximo M em D, mas nunca em D, em vista da condição (5) 

Se f = u + iv, então, como conseqüência do teorema do módulo máximo, 
a função harmônica u(x, y) em D, continua em D, assume seu valor máximo na 
fronteira B de D, mas nunca no interior de D, a menos que u seja constante: 
Com feito, a função exp f é analítica em D e contínua em D, e portanto seu 
módulo e! assume seu valor máximo somente em B; logo u(x, y) atinge ela 
própria seu máximo só em B. - 

Recomenda-se ao leitor, como exercício, o exame de propriedades corres- 
pondentes de valores mínimos de [fl e u. 

Quando f é analítica no interior de e sobre o círculo Co, 1z - Zol= ro, então 


fe) al La (m=-1,2..., 
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de acordo com a fórmula integral para derivadas. Se M’ é o máximo de |f(z) | sobre 
Co, segue a desigualdade de Cauchy, a saber, 


nim’ 


Y) CTS 


Seja M tal que If(z)| < M no interior de e sobre Co e seja n = 1. Então 
my d n= 


mae de ler] ava ade vo Tia 
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CS We, 
0 


o que nos diz que nenhuma função inteira, exceto uma constante, é limitada 
para todo z. Esta conclusão pode ser enunciada como segue, 


Teorema de Liouville. Se f é inteira e se | (2) | é limitado para todos os 
valores de z no plano complexo, então f é uma constante. 

Nas hipóteses acima, existe uma constante M tal que |f(z)1 < M para todos 
os z. Portanto, em cada ponto zo, a desigualdade (8) é verdadeira para qualquer 
número positivo ro. Podemos tomar ro arbitrariamente grande. Como f (Zo) é um 
número fixo, segue-se que f (zp) = O, para todo zo, e portanto f é uma constante, 


55. O Teorema Fundamental da Algebra. Este teorema afirma que, se P(z) 
é um polinômio em z de grau maior do que um, 


PG) =a9+a2 +a? +... tam” 
(m=1,2,...:am * 0), 


então a equação P(z) = O tem pelo menos: uma raiz. 

A demonstração do teorema por métodos puramente algébricos não é fácil, 
mas a mesma decorre facilmente do teorema de Liouville. Com efeito, suponhamos 
que P(z) não se anulasse para qualquer valor de z. Então a função 


= 


seria analítica em todos os pontos do plano complexo. Também |f(z)| tende para 
zero quando |z| tende para o infinito, de modo que |f(z)| na hipótese acima, 
seria limitada para todos os z. Conseqiientemente f(z) seria uma constante. Mas 
isto é uma contradição, visto que P(z) não pode ser constante quando m =1,2,..., 
e am +0. Logo P(z) é zero pelo menos para um valor de z. 

Nos cursos de álgebra elementar, o teorema fundamental é geralmente enun- 
ciado sem demonstração; assim, como consequência, mostra-se que uma equação 
algébrica de grau m não pode ter mais que m raízes. 


EXERCÍCIOS 


1. Se C é o círculo |zl= 3 descrito no sentido positivo e se 


223 — 2 
gl) = Í eera dz (Izo] = 3), 


mostre que g(2) = 8m. Qual é o valor de g(Zp) quando Izol > 3? 
2. Se C é um caminho fechado orientado no sentido positivo e se 


4 


5. 
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g(zo) = h G — 2) dz, 


mostre que g(zo) = 6mizo quando zo está no interior de C, e £(2p)= 0 quando zo está no 
exterior de €. 

Seja C a fronteira do quadrado, cujos lados estão sobre as retas x = £2 e y = £2, orien- 
tada no sentido positivo. Dê o valor de cada uma das seguintes integrais: 


em dz cos z ade. 
(a) cr mid" 0) eze + 8) de; ne cm+1 
t 
a fJ Ea ad 0 [ORE 


Résp. (a) 211, (6) milá; (e) -Tif2; (d) in sec? (xo2); (e) O. 
Dê o valor da integral de EO) ao longo do caminho fechado |z ~il= 2 no sentido positivo 
quando 


1 


pa LA = —_ e 
00-33 050 => 


Resp. (a) m/2; (b) 1/16. 
Sendo f analítico no interior de e sobre um caminho fechado orientado C, mostre porque 


A i Ene / fz) de ; 
¿2-2 cla — zo)? 


onde zo é um ponto não pertencente a C. 


Seja f uma função que é contínua sobre um caminho fechado C. Procedendo como na 


Sec, 52, mostre que a função 1! 


1 fla) dz 
los 


é analítica em todos os pontos s$ interiores a C e que, de fato, para cada tal s$, 


, 1 f Soda 
as) = di led — 5 


Sendo C o círculo unitário z = exp (10), orientado de O = -ma Ô = 11, e k uma constan- 
te real qualquer, mostre primeiro que 


113 
J E de = ani; 
cz 


e, a seguir, escreva a integral em termos de 8 para deduzir a fórmula 


fe e*t cos (k'sen 6) dê = r. 


. Seja f analítica num domínio limitado D e contínua no fecho D. Suponha f(z) 4 O para 


todo z em D. Sendo N o.valor mínimo de |f(z)lem D, considere a função 1/f para mostrar 
que 
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If) | >N para todo ponto z em D, 


a menos que f seja uma constante. Este é o teorema do módulo mínimo. 

9. Dé um exemplo para mostrar que If(2)1 pode assumir seu valor mínimo num ponto 
interior de um domínio em que f é analítica, se esse valor mínimo é zero. 

10. Ilustre o teorema do módulo máximo e o exercício 8 quando f(z) = (2 + 1? eDéo 
interior do triángulo com vértices emz=0,2=2ez= 1, exibindo os pontos em D onde 
|f(2) | tem seus valores máximo e mínimo. 

Resp. 2= 2, 2=0. 

11. Seja f analítica num domínio limitado D e contínua em D, e escreva f =u + iv. Mostre que 

a função harmônica u (x, y) assume seu valor mínimo na fronteira de D e nunca num 


ponto interior, a menos que 4 seja constante. 

12. Ilustre o exercício 11 e o princípio do máximo para funções harmônicas (Sec. 54) escre- 
vendo u = e* cos y e tomando D como interior do retângulo 0 < x <1, 0 <y m,e 
exibindo os pontos em D nós quais u(x, y) assume seus valores máximo e mínimo. 


Resp. z =1 +i, z=1 
13. Sejam f uma função inteira e u sua parte real. Mostre que a função harmônica u (x, y) é 
necessariamente uma constante, se a mesma admite um majorante 4o, isto é, seu(x, y) <uo 


para todos os pontos no plano-X). 
14. Complete a dedugáo da fórmula (3), Sec. 52. 
15. Aplique a indução para estabelecer à fórmula (4), Sec. 52. 


CAPITULO 6 


Séries de Potências 


: 56. Séries de Taylor. Iniciamos nosso estudo com um dos resultados mais 
importantes deste capítulo. i 
e 
Teorema. Seja f(z) anhlítica em todos os pontos interiores de um circulo Co 
com centro em zo e raio ro. Então, em cada ponto interior z de Co, tem-se 


1); ag 
QA A -19+LEM (ups. 
(o fit. 


isto é, a série infinita acima converge para f(z}. 

Este é o desenvolvimento dá função f em série de Taylor em torno do ponto 
Zo. Como caso particular, quando z, zo e f(z) são reais, o mesmo representa O 
desenvolvimento de uma função real em série de Taylor, introduzido no cálculo 
elementar. 

Para a demonstração do teorema, 
seja z um ponto qualquer, interior ao 
círculo Co, e seja |Z - Zol = r; assim, 
r< ro. Seja z? um ponto sobre um cír- 
culo |z'- Zol = r}, indicado por C,, onde 
r< r,< ro. Então, como ilustrado na fi- Cc, 
gura 39, z é interior a Cy, e f resulta ° 
analítica no interior, e sobre C,. De acor- 
do com a fórmula integral de Cauchy, 


segue-se, ento, que Fra. 39 


(2) ro = 1 f f)ar, 


2m Jo 2-2 
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Ora, 
1 1 E 1 1 
z-z E'-zo)-(Z-z) 2-2 EOS 
E Z’- Zo 


Mas, quando œ é um número complexo distinto da unidade, temos 
> 


1 a” 
=1+atoa +. tan + A 
l-« l-a 


identidade que fica evidente quando os dois membros são multiplicados por (1 - a). 
Logo a fórmula acima pode ser escrita 


n—1 
1 1 E 4 z=) 
horin t+ 2 — 2 
1 z= 20N” 
+ a(o) | 
z — 2 


e, portanto, 


Z'=Z Z’ -Zo -zy 


fe) Hz") + (2-20) fe) Ea 
z) fe) 


eo + qt 


Dividamos agora ambos os membros da fórmula por 2ni e integremos cada 
termo ao longo de Cj no sentido anti-horário. Em vista da fórmula (2) e das 


fórmulas integrais (Sec. 52), 


1 fode L pa ¡=1,2...) 
=, 1/20) G 


all — agi 
podemos escrever O resultado como segue: 
(3) SE) =F) +f Z)-z) +... 
i (nr = 1) 
LED g agt Rm 


onde 


(z — zo)” HALA ] 
2m1 le CATS zo)" 


7 


(4) Ra 
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Como |z-zol=ro, Iz'-zol=m e |z'-z| 2 rm -r, segue-se da fórmula (4) 
que 


r 2rriM mM fre 
n| E 
[Ral S 2 (rre nr E) É 


onde M designa o valor máximo de |f(2)] sobre Cj. Mas r/r, < 1, e, portanto, 


lim Ry = 0. 
nya 


Assim, quando n tende para o infinito, o limite da soma dos n primeiros 
termos do segundo membro da fórmula (3) é f(z). Isto é, f(z) é representada por 
uma série de Taylor, - "y 


© 1) = se) + Y ES qo ay. 
; n=1 
Quando zo = O, esta série reduz-se à série de Maclaurin, 
© 10) «104 5 Ea. 
5i n=l 


57. Observações e Exemplos. Quando f é analítica em todos os pontos in- 
teriores ao círculo Co, a convergência da série de Taylor para f(z) está assegurada, 
tornando-se desnecessário qualquer teste de convergência. O raio máximo de Cp é 
a distância do ponto zo ao ponto singular de f mais próximo de zo, uma vez que a 
função deve ser analítica em todos os pontos interiores a Co. 

Como primeiro exemplo de desenvolvimento em série de Maclaurin, seja 
JE) = ez. Então f0)(z) = e2 e F(M(0) = 1. Como e? é analítica para todo valor 
de z, tem-se i 


(1) e=1+ yA a quando |z|< co, 
nel 
Da mesma maneira, obtém-se 
1)! 


2n—1 
(2 senz = y (— rt om quando |z]< o, 
n=l 


2n 
(3) cosz= ] + > (— Dr am quando |z|< co, 
nal 3 
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(4) quando lzi <æ, 
x ke - gn l 
(5) chz =1+ 7 en quando Įzį< oo, 
n=l 
e 
(6) I + = > (= Dz" quando EIS 


Como caso particular do desenvolvimento (1), por exemplo, quando z é real, 
a representação 


é válida para todo real x. E 
Substituindo z por Z? no desenvolvimento (6), temos 


lo. - 
1427 


n=0 


(— 1)rZm quando |Z|< 1, 


visto que 1Z2| < 1 quando |Z] < 1. Quando se faz a substituição z = -a, o desen- 
volvimento (6) nos fornece a soma da série geométrica infiriita com razão «a, isto é, . 


(7) Irati +... tant... = quando lal<'1. 


1 
1- 


As derivadas da função f(z) = z~! são 


. SO =(Dntzrl (n=1,2,...;2%0), 
e, portanto, 100 = (-1)?n!. Logo, o desenvolvimento desta função em série de 
Taylor em torno do ponto z =-1 é j 


oo = Dire 


n=0 


Este desenvolvimento é válido quando [z - 11<.1, visto que a função é analítica 
em todos os pontos, exceto em z = 0, 
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Como outro exemplo, vamos desenvolver a função 


1l+2 1 1 
$6) too z 6 1+ 3 


numa série de potências positivas e negativas de z. Não podemos aplicar série de 
Maclaurin a f, pois.esta função não é analítica em z = 0; mas a mesma pode ser 
_ aplicada à função 1/(1 +z). Assim, quando 0 < įz] < 1, é verdade que 


+ 
ea (Oltra...) 
E E 
EA AZ 
A 


EXERCICIOS 


1. Mostre que, para todo valor finito de z, 


223 (z — 1)” 
e=ete Y al 
n=l 
2. Mostre que 


W hsi ) atey 


n=1 


quando |z + 1| < 1; 


o Cê 
121,1 : 2" 
Mamiti ca +n (ES) quando |z — 2| < 2, 


n=l 


3. Desenvolva cos z em série de Taylor em torno do ponto z = 7/2. 

4. Desenvolva sh z em série de Taylor em torno do ponto z = Ti. í 

5. Qual é o maior círculo no interior do qual a série de Maclaurin para a função tgh z converge 
para a função? Escreva os primeiros termos desta série. 

6. Prove que, quando 0 < |z] < 4, 


7. Faça a substituição z + 1 = Z no desenvolvimento em série de Maclaurin (6), para obter 
representação da função Z`! em potências de (Z - 1), que seja válida quando |Z- 11< 1. 
Mostre que seu resultado está de acordo com o desenvolvimento em série de Taylor (8). 

8. Substitua z por Z~} no desenvolvimento (6) e na sua condição de validade para obter uma 
representação da função (1 + Zy“, em potências negativas de Z que seja válida no exterior 
do círculo |Z] =1. À 


Resp. (1 + Z)1 = > (izo (2 > D. 


n=0. - 
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9. Prove que, quando x 0, 


sen fx?) _ 1 x x Egas 
x! Posto s 7 


10. Represente a função 
z 
A RON 


por meio de uma série de poténcias positivas e negativas de (z - 1), que convirja para fiz) 
quando 0< |z - 11< 2. e 
-1 (e — 1992 
[e -3 X 
Resp. fe) 2(2 — 1) gat! 


n= 


58. Séries de Laurent, Indiquemos por z’ um ponto arbitrário de qualquer 
um dos dois círculos concéntricos C; e Ca, 


lz-zol=m, Iz'-zol=ra, 
com centro num ponto zo, onde z, < r, (Fig. 40). Demonstraremos O seguinte 
teorema. 


Teorema. Se f é analítica sobre C, e C, e na região entre esses dois círculos, 
então, em cada ponto z entre os círculos f(z) é representada por uma série conver- 
gente de potências positivas e negativas de (2 - zo), 


o e E 
a) Je) = o An(z — zo)" + Y E= ay" 

n=0 n=1 
onde 

es: f(z’) de 2 e 
e) a OS 00,130) 
1 F) de z 

6) a= de Jo — a) (n=1,2,...), 


sendo cada integral calculada no sentido anti-horário. 


A série em (1) é chamada série de Laurent. 
No caso em que f é analítica no interior de e sobre C,, exceto no próprio 
ponto zo, O raio rz pode ser tomado arbitrariamente pequeno. O desenvolvimento 


(1) é válido, então, quando 
O<Iz-zol<r. 
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Se f é analítica no interior de e sobre C}, 
o integrando da integral (3) é uma função 
analítica de z’ no interior de e sobre C», 
pois, -n + 1 < O; a integral portanto tem 
o valor zero e a série torna-se uma série de 
Taylor. . 

Como os integrandos das integrais 
nas fórmulas (2) e (3), são funções analí- 
ticas de z’ na região anular, qualquer ca Fic. 40 
minho fechado C, contido na região e 
envolvendo zo pode ser usado como ca- q 
minho de integração no lugar dos círculos Cj e Cz. Assim, a série de Laurent 
pode ser escrita 


Te 

-{ 
(4) O= Y Alea) (m<l zd <n), 
onde no 
© t= an LOS (M=0,+1,+2.... 


Em certos casos, é claro, alguns dos coeficientes podem ser iguais a zero. 
De fato, a função É 
1 
fo) =-—— + 
> z 
re (2-1) 
por exemplo, já tem a forma (4), onde zo = 1. Aqui 4.2 = 1 e os demais An são 
iguais a zero, o que está de acordo com a fórmula (5). Como esta função é analítica 
em todos os pontos, exceto no ponto z = 1, a curva C pode ser qualquer taminho 
fechado envolvendo esse ponto. 
Em geral, os coeficientes são encontrados sem o uso das fórmulas acima. 


Por exemplo, quando Iz} > 0, os desenvolvimentos 


há 1 
ela l+ 1 
niza 


n=l 
decorrem das respectivas séries de Maclaurin. Veremos (Sec. 62) que tais represen- 
tações são únicas, de modo que essas séries devem ser as séries de Laurent para 
Zo =0. 
Para a demonstração do teorema, notemos primeiro que, de acordo com a 
fórmula integral de Cauchy, 
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1 f(z’) dz 1 J)ar >. 
(6) E e-z mi E 


visto que Cı e C, juntos formam a fronteira de uma região fechada sobre a qual f 
é analítica. Na primeira integral, cómo na demonstração do teorema de Taylor, 


escrevemos 
1 E É 1 E 1 Z - Zo 
z-z (e-z)-(2-20) 2-20 (2 - zoY 
E-z)" E - 29" 
(z'- zo)” E- zo)" E-z) 


Na segunda integral escrevemos 


1. à ca 
z-z -Zo -Z -zo 


e fatoramos (Z - Zo) no denominador para obter a forma 


g- za! $ (e - 20)” , 
(2 - zo)” (e - zo)" (2 - 2) 


Assim, da fórmula (6), decorre que 


Fe) = do talz - Zo) talz - zo +... 


bi b2 
“NL + Rp + + E 
+ana(z - žo) Mata Ey 
Bn 
+ ——— + On» 
(2 - zo)" Qn 


onde an € bn são os números representados pelas fórmulas (2) e (3), e 


p toe f fed! 

a ¿ni a (Z — zo) ra — 2) 
1 (Z — zofe) gy 
cl Mr Y 


Seja r = |Z - Zol; então r3 <r<ri. A demonstração de que Ry tende para zero 
quando n tende para o infinito, é a mesma que a usada no teorema de Taylor. Se M 
é o valor máximo de |f(z)] sobre C2, então 
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Qu] < (2) Mig 


T TT 


e, portanto, Op tende para zero quando n tende para o infinito. A demonstração 
do teorema está completa. 


59. Propriedades de Séries. Seja Sy à soma dos N primeiros termos de uma 
série infinita de números complexos, 


0 D Za- 


n=1 


Então, se Zn = Xy + iYns"podemos escrever 


ON N N 
(2) Sue Y an= mi toi 
n=] n=l n=l 


para que exista o limite de Sy, quando N tende para o infinito, é necessário e 
suficiente que os limites das somas acima dos números reais xy € yn existam. Com 
efeito, se existem esses limites, indicados respectivamente por X e Y, isto é, se 


- 
6) X= Yi Y=)Yw 

n=] n=1 
e se Xy e Yy representam as dyas somas no segundo membro da equação (2), 
entáo, correspondendo a cada número positivo e, existe um inteiro Ng tal que 


Xy -XI< $ e y =Y1< $ sempre que N > Ne. 


Mas então |Sy - (X + iY)| < e sempre que N > Ne, pois 


lXy +iYy -X- ¿YI S|Xy - XI+lYy- Yl< e€, 
c k 
e, portanto, 


(4) lim Sy = X + iY. 
N>% 
Por outro lado, se a condição (4) é satisfeita para algum par de números reais 
X e Y, então, a cada número positivo e corresponde um inteiro Me tal que 
ISy - X - ¿YI < e quando N > Me. Como Sy = Xy + iYy, seguese que |Xy- 
-XI<e e Iky-YI< e quando N>Me;isto é; Xy >X € Yy > Y quando 


“ N >œ, Assim, a condição (4) implica na condição (3), e reciprocamente. 


Uma condição necessária para a convergência de uma série de números reais 
é que o n-ésimo termo tenda para zero, quando n tende para o infinito. Se a 
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série (1) deve convergir, então as séries (3) devem ambas convergir e, assim, Xp € 
Yn devem tender para zero quando n tende para o infinito. Logo Zn deve tender 
para zero quando n tende para o infinito, isto é, uma condição necessária para a 
convergência da série (1) é que 
6) lim Izal=0 

no 
Em particular, os termos de uma série convergente são limitados: Izni < M para 


todo inteiro positivo n, onde M é uma certa constante positiva. 
Se a série (1) é absolutamente convergente, isto é, se a série 


Y [zm] = 3 VEn? + yn 


nal nal 


converge, então segue-se do teste de comparação: para séries de números reais 
positivos que as duas séries 

e » 

y ftal; y lyal 

n=l 


n=1 


convergem. Assim, as séries (3) são absolutamente convergentes e, portanto, con- 
vergentes, visto que a convergência absoluta de uma série de números reais implica 
na convergência da própria série. Como as séries (3) convergem, a série (1) converge, 
isto é, a convergência absoluta de uma série de números complexos implica na 
convergência da própria série. 


Teorema. Se uma série de potências 


(6) y ane” 
n=0 


converge quando z = z,, então a mesma é absolutamente convergente para todo 
valor de z, tal que iz] < Izil. 

Como a série, cujos termos são a, y converge, esses termos são todos limi- 
tados, isto é, 


liz EM (n=0,1,2,.:), 


para alguma constante positiva M. Escrevemos 


Jet =k, onde |z|< Izl; 
lzi] 
z|ž 
então lanz"| = lanz] Al < Mkt. 
1 
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A série, cujos termos são os números positivos Mk”, é uma série geométrica; ela é 
convergente, pois k < 1. Concluímos, do teste de comparação, que a série 
, 


> 
Y lanz" 
n=0 


converge, e o teorema está provado. 

A região de convergência da série (6) é portanto um círculo com centro na 
origem. O maior círculo com centro na origem, tal que a série converge em cada 
ponto interior, é chamado circulo de convergência da série de potências. De acordo 
com o teorema acima, a série não pode convergir em nenhum ponto z; fora desse 
círculo, pois, se a mesma convergisse em z,, convergiria também nos pontos inte- 
riores do círculo com centro na origem passando por z,,e o primeiro círculo não 
poderia -ser-o círculo de E onvergência. 

Quando z é substituído por (z - zo), a região de convergência da série 


1) y antz — zo)” 


n=0 


passa a ser um círculo com centro no ponto zo. Da mesma maneira, podemos 
ver que, se a série i 


(8) dn 
| (E — zo)" 

converge quando z =z,, então a mesma é absolutamente convergente para todo 

valor de z tal que 


ta 
: 


lz - zol > Iz; - Zol. 


A região de convergência da série (8) é o exterior de um círculo com centro no 
ponto zo. 


60. Convergência Uniforme. Seja Cọ um círculo |z| = rọ no interior do qual 
uma série de potências converge, e seja S a função que representa a soma dessa 
série, isto é, 


N . 
(1) S(2) = lim an2” = aag". 
ns de > 


o resto após os V primeiros termos pode ser escrito 


N-1 m 
2 Rule) = S) — y are" = lim Y ar. 


0 mo Ly 
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Quando lzi S Iza, onde [z¡! < ro, podemos escrever 


A > 
s ) loss ) lolz. 
N n=N 


n= 


(3) | y ane” 
DEN 


O limite desta última soma, quando m tende para o infinito, é o resto na série dos 
valores absolutos dos termos da série (1). Mas, de acordo com o teorema na secção 
precedente, a série (1) é absolutamente convergente quando z = z,, e portanto 
o resto 


a 
py = lim y Jan/lza]" 
a An 


tende para zero quando N tende para o infinito, isto é, dado qualquer número 
positivo e, existe um inteiro Ne tal que py < € sempre que N > Ne. Como os 
termos da última série são todos números reais não negativos, segue-se que, para 
todo inteiro m maior que N, i 


lanllzal" < py. 
n=N 


Em vista da relação (3), então, 


S py 


pS 
=N 


para todo inteiro m maior que N, e, portanto, o resto (2) satisfaz à relação 
IRC) S Py <e quando NZ Ne. 


Observe que Ng é independente de z quando |z| < lz,1, de modo que está estabele- 
cido o seguinte teorema. E 


Teorema. A série de poténcias (1) é uniformemente convergente para todos 
os pontos z interiores a e sobre qualquer círculo |z| = |z,|, que se situa no interior 
do círculo de convergéncia. 

A soma parcial 


: N-1 
Sy(2) = anz” 


da série (1) é um polinômio, sendo, portanto uma função contínua de z. Para 
mostrarmos que seu limite S(z) é contínuo, quando |z] < |z,l, notemos primeiro 
que, como 


yanai 


pava 
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SE) = Sy(2) + Ryo), 


(4) ISt + A2) -S(2)= ISy (2 + Az) -Sy(2) + Ryle + 42) - Ry) 
< IASyl + IRy(z + A21+IRy()l, 


onde ASy = Sy + Az) - Sy (z). Queremos mostrar que, dado um número posi- 
tivo qualquer e, existe um número positivo ô tal que 


(5) IS(Z + Az) - S(z)l< e quando |AzI< 8. 


Em vista da convergência uniforme acima estabelecida, existe um inteiro Ng 
tal que [Ryl] < €/3 para todo ponto na região |z| <'Iz,l, quando N > Ne. Quan- 
do N = Ne, existe um. número $ tal que lASy |< e/3, quando |Az|< 8, pois 
Sy) € contínua. O válor do segundo membro da desigualdade (4) é, portarito, 
menor do que e, e a desigualdade (5) está, assim estabelecida. 

Acabamos de mostrar que uma série de potências representa uma função 
contínua no interior do seu círculo de convergência. : 

Substituindo-se z por (Z - Zo) ou seu inverso, os resultados acima podem 
ser estendidos imediatamente a séries dos tipos 


F A 
DES — zo)”, da To” 


. com modificações óbvias. Assim, se a segunda série é convergente na região anular 


ri S lz - Zol < ra, ela é uniformemente convergente para todos os valores de z 
nessa região, e sua soma represénta aí uma função contínua de z. 


61. Integração e Derivação de Séries de Potências. Na secção precedente, 
mostramos que uma série de potências representa uma função contínua S(z) no 
interior do círculo de convergência. Vamos provar nesta secção que S é analítica 
no interior desse círculo. 


Teorema 1. Seja C um caminho contido no interior do circulo de convergên- 
cia de uma série de potências, e seja g uma função contínua sobre C. Então, a série 
obtida multiplicando-se cada termo da série de potências por g(z), pode ser in- 
integrada, termo a termo ao longo de C, isto é, 


g Da foro de= fy, S00) de 


n=0 


Como a soma S(z) da série de potências é uma função contínua, a integral 
do produto E 
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N—1 


SOID = Y argo + Rre) 


n=0 


existe. Os termos da soma finita acima também são contínuos sobre o caminho C, 
de modo que suas integrais ao longo de C existem, e conseqüentemente a integral 
do resto Ry(z)g(z) deve existir. Assim, 


N-1 É 
(2) fS de = Y a, fo 200) de + fy Relg) de 
n=0 


Sejam M e L o valor máximo de g(z) sobre C'e o comprimento de C, respecti- 
vamente. Em vista da convergência uniforme estabelecida na Sec. 60, para cada 
número positivo e existe um número inteiro Ne tal que, em todos « os pontos z 
sobre C, 


IRy(zg)l< e quando N È Ne- 
Como e e N são independentes de z, podemos escrever 
| fo Autor) de | < ML quandoN = N.. 
Segue-se, então, da fórmula (2), que 


N-1 
de S(z)g(z) de = lim 2 an fe z"g(z) de, 


o que é o mesmo que a fórmula (1), e o Teorema 1 está demonstrado. 

Quando g(z) = 1 para todos os valores de z e C é um caminho fechado con- 
tido no interior do círculo de convergência da série de potências, então, para 
todo inteiro n, 


h z"g(2) dz = Je z” de = 0, 


Segue-se da fórmula (1) que i 
fes de = 


para todo caminho fechado contido no interior do círculo de convergência; assim, 
de acordo com o teorema de Morera, a função S é analítica. O resultado pode ser 
enunciado como segue. 


Teorema 2. Uma série de potências representa uma Junção analítica no inte- 
rior do seu círculo de convergência. 
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Se uma função f é analítica no interior de um círculo C, com centro na 
origem e tem um ponto singular zo sobre C tal que f ou sua derivada de alguma 


` ordem não tenha limite, quando z tende para zo a partir do interior de C, então a 


série de Maclaurin para f(z) deve divergir no exterior de C. Pois, se assim não fosse, 
a série representaria uma função analítica F no interior de um círculo contendo C. 
Como F(z) = f(z) no interior de C, f e suas derivadas teriam limites em zo. 

A função e*(z - 1)/(z - 1) é um exemplo de função, cuja série de Maclaurin 
tem um círculo de convergência que;se estende além de seu ponto singular (z = 1). 
Como esta função é a mesma que a função inteira e? quando z + 1, sua série de 
Maclaurin converge em todos os pontos. 


Teorema 3. Uma série de potências pode ser derivada termo a termo em 
cada ponto z interior, go círculo de convergência, isto é, 
A 
(3) Sa = Y manero (Izl < ro). 


n=l 
Para se estabelecer o teorema, seja z, um ponto qualquer interior ao círculo, 


e seja C um caminho fechado envolvendo z, e contido no interior do círculo, 
Então, como S é analítica, 


7 1 S(2) de 
Sn) = 2mi Jo le — 21)? 
Na fórmula (1) escrevemos . 
d 1 
Ele) = 2mile ~ z} 
então 
1 z" dz dn 
foro de= [Es en 
e 
fe Sata de = S'la. 
Portanto, 


Ste) = Darf ter) 


n=0 


e o teorema está demonstrado. 
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Os resultados acima podem ser estendidos imediatamente a séries de potên- 
cias positivas ou negativas de (Z - zp). 

O teorema 2 é útil, às vezes, para se estabelecer a analiticidade de funções ou 
para O cálculo de limites. Como um exemplo simples, vamos mostrar que a função f 
definida por t 


Hz) E quando z +0, 


£(0) = 1 


é inteira. Como a série de Maclaurin para a fungáo seno converge para sen z para 
todo z, a série obtida multiplicando-se cada termo dessa série pelo fator z”!, isto é, 


aa OR OL cl 
8 E UT > Wan 


converge para f(z) se z + O. Mas a série (4), obviamente, converge para f(0) quan- 
do z = 0. Assim, f(z) é representada pela série de potências convergente (4) para 
todo z, e portanto f é uma função inteira. Em particular, f é contínua em z = O e, 
como z7! senz = f(z) quando z = 0, tem-se 


(5) tim 2222 2 time) = f0) = 1, 


z»0 z 
resultado já conhecido de antemão, porque o limite acima não é senão a definição 
da derivada de sen z em z = 0, 


EXERCÍCIOS 


1. Derivando a série de Maclaurin para (1 - a”, obtenha as representagóes 


É : a 
tas X m TaS 2 nin = ee (fal < 1). 


2. Desenvolva a função z7! em potências de (2 - 1); a seguir, obtenha, por derivação, o desen- 
volvimento de z“? em potências de (z - 1). Dê a região de validade. 

3, Antegre a série de Maclaurin para (1 +z'"! ao longo de um caminho, interior ao círculo de 
“convergência, quevaidez'=0 a z'=z para obter a representação 


Log (+) = Y oye TES 


n=1 


4. Sendo f(z) = (e7 -1)/z quando z £ 0 e f(0)=c, prove que f é inteira. 
5. Desenvolva shz em potências de (z - gi) para mostrar que 
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lim hZ -_1 
xi Z- Mi 


6. Sendo f(2)= 271 Log(z + 1) quando z +0 e f(0) =1, prove que f é analítica no domínio 


[z|< 1. 


7. Sendo f(z) = (2? - m/4)1cos z quando 2? Æ 1/4 e f(tm/2) = 1/7, prove que f é inteira. 
8. Seja f uma função analítica em Zo tal que f(zo) = 0. Por meio de séries mostre que 


tim LO = pao. 


on Z — Zo 


Note também que o resultado decorre diretamente da definição de f(zo). 


9. Sejam f e g funções analíticas em zo tais que f(zo) = g(z0) = 0 e g(2) #0. Prove que 


im O = LE, 
=” i g) gl) 


$ dai 
10. Seja f analítica em zo tal que zo) = f'o =... = tm) (zo = 0 e seja g a função definida 
por 
(2) 
glz) = ca quando 2 7% Zo, 
[md (zo) 
e Neo) = (ar DE 


Mostre que g é analítica em Zo. 


62, Unicidade de Representações por Séries de Potências. A série na fórmula 
(3), da secção precedente, é uma série de potências que converge para S(z) no in- 
terior do círculo de convergência Co da série 
2 


0) i D anz” = S(2). 


n=0 


Consegientemente, essa série pode ser derivada termo a termo, isto é, 


5"(2) = y n(n — 1)anz"? (lz] < ro). 


n=2 


Da mesma maneira, a derivada de S(z) de qualquer ordem pode ser obtida por 
derivações sucessivas termo a termo da série. Além disso, 


S(0) = 20, S(0) =m, S”(0) = 2laz, ..., 


de modo que os coeficientes são exatamente aqueles que comparecem no desen- 
volvimento em série de Maclaurin de S(z), 


E seco) 


E nl 
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A. generalização para séries de potências positivas de (z - zo) é imediata. 
Assim, temos o seguinte teorema sobre a unicidade da representação de funções 
em série de potências. 


Teorema 1. Se.a série 


(2) Y asle — 29)" 
n=0 
converge para f(z} em. todos os pontos interiores a algum círculo |Z - Zol = to, 
então essa série é exatamente a série de Taylor para f em potências de (z - zp). 
Como um exemplo, temos, substituindo z por z? na série de Maclaurin para 
sen Z, que 


(3) sen (2?) = y ag (l< e). 
n=l 


Esta série deve coincidir com a série a ser obtida, desenvolvendo-se a função sen (z?) 
diretamente em série de Maclaurin. : 

Segue-se do Teorema 1 que, se a série (2) converge para zero em cada ponto 
de uma vizinhança de zo, então os coeficientes a, devem ser iguais a zero. 


Teorema 2. Se a série 


(4) > Ante H 29)" = y 


n=-. n=0 


cad 
att) rry 


converge para f(z) em todos os pontos de uma região anular em torno de zo, então 
essa série é a série de Laurent para a função f em potências de (2 - zp) nessa região. 


A demonstração deste teorema decorre do teorema 1 da secção precedente, 
estendido a séries de potências de (Z - zo) positivas e negativas. Se tomamos como 
C um caminho fechado, contido no interior da região anular e envolvendo zo e se 
escrevemos 

1 
A ET 
2milz - 2? 


a integração termo a termo nos conduz a 


1 tod 
” i je {z — zo)mtt 


São estes os coeficientes na série de Laurent. 
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63. Multiplicação e Divisão. Sejam as duas séries de potências ` ë 
0 Dart Due = gle) 
n=0 n=0 


convergentes no interior de um círculo jz] = ro. As somas FG) e g(z) são então 
funções analíticas nessa região, e, portanto, seu produto tem um desenvolvimento 


em série de Maclaurin, válido na região, 


O 


(2) Hole) = en! (el < ro. 


n=0 


Os coeficientes“cy são dados pelas fórmulas 
g % 


Co = f(0)g(0) = dobo, 
cı =F(0)g'(0) + 1CO)g(O) = aob: + aibo, 


7 = > [£(0)g (0) + 2f(0)g (0) +S “(Og (0) 


= dob, tab, tabo, 


etc., onde usamos o fato de que as duas séries (1) são as séries de Maclaurin para 
f e g. Com o auxílio da fórmula para a n-ésima derivada do produto de duas fun- 


ções, podemos ver que 


(3) Sge) = ao + labi + aibo)z 
+ (aob: + aibi + abo)? + tt 


+ ($ 20.) FA (lzl < ro). 


A série (3) coincide com a série obtida, multiplicando-se as duas séries (1) 
termo a termo é agrupando-se termos que têm como fator uma mesma potência 
de z; esta última é o produto de Cauchy das duas séries dadas. Assim, podemos 


enunciar o seguinte teorema. 


Teorema. O produto de duas séries de potências converge para o produto 
de suas somas em todos os pontos interiores aos dois círculos de convergência. 


Se g(z) O numa vizinhança da origem, o quociente f(2)lg(z) é uma função 
analítica aí. Logo, o quociente tem um desenvolvimento em série de Maclaurin 


O = à 
(4) ale) = O] 2 Yaz", 


n=0 
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onde Yo = q(0), Yı = q'(0), Y2 = q”(0)/2!, etc.: Alguns dos seus primeiros coefi- 
cientes podem ser calculados em termos de a, € by, derivando-se o quociente 
F(z)lg(z) sucessivamente. Os resultados coincidem com os obtidos, efetuando-se a 
divisão da primeira das séries (1) pela segunda. Este método identifica os primeiros 
termos do quociente de duas séries de potências com a série de potências que repre- 
senta o quociente. Em geral, isto já é suficiente na prática, embora se possa mostrar 
que as séries são inteiramente idênticas. 

A adição de duas séries de potências termo a termo é sempre válida na parte 
comum de suas regiões de convergência. Isto decorre da definição da soma de uma 
série. A multiplicação por uma constante é um caso particular do teorema, acima, 
sobre o produto de duas séries; consequentemente, duas séries podem ser sub- 
traídas termo a termo. 


64. Exemplos. Consideremos a seguinte função f: 


: -1 oake 
4) AS a VR 


que é analítica em todos os pontos, exceto nos dois pontos z = 1ez=2.' 
Exemplo 1. Obter a série de Maclaurin para f. 


Tal série deve representar f(z) quando |z| < 1. Nesse domínio |z/2] < 1. 
Conhecendo-se a soma de série geométrica (Sec. 57), podemos escrever 


tar BO) mes 


Como esta série, em potências de z, converge para f(z) quando |z|< 1, ela deve 
ser a série de Maclaurin para f; o coeficiente de z” no desenvolvimento 


(2) fe) = Y) (De (kl < 1) 
n=0 É 


deve ter o valor f™(0)/n!; assim, F09 (0) = n!(2-"-1 - 1), 


Exemplo 2. Escrever a série de Laurent, que representa f na região anular 
i<Izl<2. 
Nesse domínio anular |1/z]< 1 e |z/2| < 1, e assim, 


1 1 
6) HO) zi— 17 t 31 — sa” YA ami + ye 2n+l 


n=0 


(1 < [2] < 2). 
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Tal representação de f na referida região é única e, portanto, a série em (3) é a de 
Laurent para f af. Como o coeficiente de z”! tem o valor A; = 1, a fórmula (5), . 


* Sec. 58, para os coeficientes A, mostra que, se C é um caminho fechado contido 


na região anular que envolve o ponto z = 1, então de He) de = ri. 


Exemplo 3. Obter a série de Laurent para f no doinínio |z] > 2. 
Nesse domínio |1/2]< 1 e 12/21 < 1; portantó 


1 1 o 1-2» 
0 m=i E 


1-0 
Esta é a série de Laurent procurada. Aqui o coeficiente de z~! é zero; conseqúen- 
temente, a integral de f ao longo de qualquer taminho fechado que contenha os 
pontos z = 1 e z = 2 ho seu interior, tem o valor zero. : 


Exemplo 4. Determinar alguns dos primeiros termos da série de Laurent 
para a função g no domínio 0< |z|< 7, onde 


0 UL —_ 2 
e = z? 1+2/3L4+2%/81+... 


O denominador da última fração consiste de uma série de poténcias que 
converge para 27! shz, quando, z&0e para a unidade quando z = 0. Assim, a 
soma dessa série não se anula nó domínio |z| < 1, e a representação em série de po- 
tências da fração pode ser obtida efetuando-se a divisão; é assim 


2 1 4 ... 
1-- 1? + JE af 
ES (zl < 7). 


1 
ERA 


Logo, a série de Laurent para g no domínio especificado comega com os termos 


(5) 


(0< Izl< 7). 


65. Zeros de Funções Analíticas. Se uma função f é analítica em zo, existe 
uma vizinhança de zo onde f é répresentada por uma série.de Taylor, 


a) SE) =at X ag-z)” (la zo < ri), 


nal 
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onde ao = f(z9) e nitan = FM (Zo). Se zo é um zero de f, então ao = 0. Quando 
(2) SEC) =f’) =f? E) = ... = fz) = 0 


mas FM (20) Æ 0, então zo se diz zero de ordem m e 


(3) fe) = (2 = e)" X angal — 29) 
n=0 


(am 5 0, |z — zo] < ro). 


Seja g(z) a soma da série na fórmula (3), 


2 Qmpnlt — 20)” 
n=0 p 


(4) ge) = (lz — gol < 19). 


Note que g(zo) = am + O. Como a série (4) converge, g é uma função contínua 
em Zo. Assim, para cada número positivo e, existe um número $ tal que 


lg(2) -aml < e sempre que |z -Zol < 8. 


Se e = la/21e 8, é o valor correspondente de ô, 


Ig(z) - am! <-+H 141 quando |z- zol < ŝi. 


Segue-se que g(z) + O em qualquer ponto da vizinhança [Z - zol < 6,, pois se 
g(z) = 0, a desigualdade acima não seria válida. 

O argumento permanece válido quando m = 0, caso em que g = fe f(z0) = 0. 
Assim, acabamos de estabelecer o seguinte teorema. 


Teorema. Se uma função é analítica num ponto, então, a menos que a fun- 
ção seja identicamente zero, existe uma vizinhança desse ponto onde a função não 
se anula, exceto, possivelmente, no próprio ponto, Em outras palavras, os zeros 
de uma função analítica não identicamente nula são isolados. 


EXERCÍCIOS 


1. Seja g a função sen (22). Usando a série de Maclaurin (3), Sec. 62, para g(z), mostre que 
g0n-D(0) =0 e g4M(0) = 0, onde n=1,2,. 

2. Use o desenvolvimento obtido no exemplo 4, Sec. 6a, para mostrar que, se C é o círculo 
lzl =1, 
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. Obtenha a representação em série de Maclaurin 


z ch (2?) =2+ > ggi" (lz| < 0). 


n=l 


Represente á função (z + 1)/(2 - 1) por (a) série de Maclaurin, e dé a região de validade 
para a representação; (b) série de Laurent no domínio |z] > 1: 


Rep. (0) 12 ) æ (<D; m1+2) e» del > 1). 
é n=l P nel 


7 


10. 


. Obtenha o desenvolvimento da função (z - 1)/z? em (a), série de Taylor em potências de 


(2 - 1) e dé a região de validade; (b) obtenha série de Laurent no domínio |z - 11 >1. 
pe S NE 
Resp (0) ) CIEN DA e 11< 0); 
n=l, 


(0) D Daey (e 11>D. 


nal 


. Obtenha o desenvolvimento em série de Laurent 


shz _1 E gni 
MI Lar mº (ll > 0). 


Dê dois desenvolvimentos em série de Laurent, em potências de z, para a função 


e especifique as regiões onde esses desenvolvimentos são válidos. 


Resp. X ma (0 <le] <1); = Y en (> D. 
n=0 n=0 


ufi PETS -t 
. Escreva duas séries de Laurent em potências de z que representem a função z7! (1 +z?) 


em alguns domínios, e especifique esses domínios, 


+ Obtenha os quatro primeiros termos do desenvolvimento em série de Laurent 


e 1 dios Ss 
a +1- Ot Ok D 


Obtenha alguns dos primeiros termos dos desenvolvimentos em série de Laurent 


1 1 1 1. 
(a) cor trde dA al Pess (0<l1<wm; 


1 Lo 1, 1 Ed i s 
Ee = sia 0 < dz] < 27. 
© za ta mo” : (0 ul y 
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11. Escreva o desenvolvimento em série de Laurent da função (z =k)"1 no domínio |z| > k, 
onde k é real e k? < 1. Obtenha, então. fazendo z = exp (10), as seguintes fórmulas 
para somas de séries de seno e co-seno: 


$ A _ksen0 ` T _ k ceos 0 — k? 
à k” sen (n8) = PE) 2 t cos (nô) = pk 


onde p(k,0)=1+k2 -2kcos8 e k? <1. 

12, Seja F(r,0) uma função de'z, onde z = r exp (iĝ), que é analítica numa região anular em 
torno da origem que contém o círculo r = 1. Tome esse círculo como caminho C na fórmula 
pará os coeficientes Ay no desenvolvimento em série de Laurent de F(r, 8) em poténcias de 
z, es mostre que 


2r y a x 
F(,9) = =), F(1,0) do” +1 y f F(1,8") cos [n(0 — 8] d0". 


nel 


Este é o desenvolvimento em série de Fourier da função complexa F(1,0) da variável real O 
sobre .o círculo unitário. Se u(9) e v(9) são as partes real e imaginária de F(1,9), mostre que 
o desenvolvimento acima permanece válido quando F é substituída por u du por v. 

As restrições aqui feitas sobre as funções reais u e v, são, entretanto, muito mais fortes 
do que seria necessário, para que tais funções possam ser representadas por suas séries 
de Fourier. 


l Para outras condições suficientes, ver, por exemplo, ọ livro do autor “Fourier Series and 
Boundary Value Problems”, pp. 70, 86, 1941. E 


CAPÍTULO 7 


Resíduos e Pólos 


66. Resíduos. Se existe alguma vizinhança de um ponto singular zo de uma 
função f onde f é analítica, exceto no próprio ponto zo, então zo se diz ponto sin- 
gular isolado de f. „n A j 

A função 1/2 constitui um exemplo simples. Ela é analítica, exceto em z = 0; 
logo a origem é um ponto singular isolado dessa função. A função 

z+1 
23(22 + 1) 
tem três pontos singulares isolados, a saber; z = 0 e z =i. 
Como outro exemplo, a função 


á 1 
sen (m/z) 


tem uma infinidade de pontostsingulares isolados, todos sobre o segmento do eixo 
real dez =-laz=l,asaber;z=+1,72=+1/2,2=+1/3, etc. Mas a origem z = 0 
também é um ponto singular; este ponto singular não é isolado, pois toda a vizi- 
nhança da origem contém outros pontos singulares da função. 

A função Logz também tem um ponto singular na origem, que não é isolado, 
visto que cada vizinhança da origem contém pontos do eixo real negativo onde 
Logz não é analítica. 7 

Quando zo é um ponto singular isolado de f, existe um número positivo r, tal 
que a função é analítica em cada ponto z para o qual O < |Z- zp | < ri. Nessedo- 
mínio a função é representada pela série de Laurent 


a) te) = ` anle — zo)" + > da + E pro, 
n=0 a 


onde os coeficientes são dados pelas fórmulas (2) e (3), Sec. 58. Em particular, 
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o bi = o f 10 de 


onde C é um caminho fechado envolvendo Zo, percorrido no sentido positivo,tal que 
f é analítica sobre C e no interior de C, exceto no próprio ponto zo. 

Note que a representação (1) da função f é aquele particular desenvolvimento 
de Laurent em torno de Zo, que é válido em 0< |z -Zo | <71. O ponto z pode estar 
arbitrariamente próximo de Zo. Nesse desenvolvimento, b,, coeficiente de (z - zo), 
é chamado resíduo de f no ponto singular isolado zo. 

Toda função tem um resíduo em cada um dos seus pontos singulares isolados, 
já que a série de Laurent em torno do ponto, representa a função numa vizinhança 
do ponto, exceto no próprio ponto. O valor de resíduo, porém, pode ser zero. De 
acordo com a fórmula (2), o resíduo de f em zo é o valor da integral de (2niy™ f(z) 
ao longo de qualquer caminho fechado C, envolvendo zo e orientado no sentido 
positivo, desde que f seja analítica sobre C e no interior de C exceto no ponto Zo. 

Temos agora um método poderoso para o cálculo de certas integrais ao longo 
de caminhos fechados. Por exemplo, vamos calcular a integral da função e*(z - 1)? 
no sentido positivo ao longo do círculo Co: Iz} = 2. O único ponto singular, z = 1, 
da função é interior ao círculo. Podemos usar a série de Taylor para e”? em torno 
do ponto z = 1 para escrevermos 


(e — 1)" 
n! 


(lz — 1| > 0). 


-. -1 ~l ` 
6) E = Opte Dem 


n=2 


Deste desenvolvimento de Laurent vemos que o resíduo da nossa função em z = 1 
é -e7!; segue-se imediatamente que 


em 2mi 
(4) heme- 


Como outro exemplo, mostraremos que, para o círculo Co acima, 


(5) . f exp (5) de = 0. 


Como 1/z? é analítica em todos os pontos, exceto na origem, o integrando em (5) 
também tem esse comportamento. O ponto singular é interior a Gy. Com o auxílio 
da série de Maclaurin para a função: exponencial, podemos escrever o desenvolvi- 
mento de Laurent , ` 

1 1 11 11 
e (2) + a+ nar aa? vero >o. 


e o caminho € não se encontrem 
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O resíduo do integrando no seu ponto singular z = O é, portanto, zero (b; =0), fi- 
cando estabelecido a anulação da integral (5). 


67. O Teorema do Resíduo. Se uma função tem apenas um número finito 
de pontos singulares num domínio, então esses pontos singulares são necessariamen- 
te isolados. 

Teorema. Seja C um caminho fechado tal que uma função f é analítica 
sobre C e no interior de C exceto num número finito de pontos singulares 
E TN » Zn interiores a C. Se Ki, Kọ,..... » Kn são os residuos de f nes- 
ses pontos singulares, então 


(1) [Ode = iK + Kat + K,), 
a Wiig 


onde a integral é calculada no sentido anti-horário ao longo de C. 

Seja Œ um círculo com centro 
em zj, cujo raio é suficientemente pe- 
queno para que n círculos C,,C>,.., Cp 


(Fig. 41). Esses círculos, juntamente 
com o caminho C, formam a fronteira 
de uma região. fechada multiplamente 
conexa na qual f é analítica. De acordo 
com o teorema de Cauchy-Goursat, es- 
tendido a tais regiões (Sec. 49), 


2 


Í $) de — de He) de — Sa Kad MI 
Esta relação reduz-se à fórmula (1), pois 


1 E 
Ba fd (=1,2...,0 


e o teorema está demonstrado. 
Como exemplo, vamos calcular a integral 


2 5z-— 2 
o) hã 1) de, 


onde C é o círculo Iz] = 2, percorrido no sentido anti-horário. Os dois pontos sin- 
gulares, z = O ez = 1, do integrando se situam no interior de C. Fara determinarmos 
o resíduo K, em z.= 0, podemos escrever 
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É) (s ES) 54 Aer a 


IE E =... © @<kl <1). 
Logo, K, = 2. 
Para o resíduo Kz em z = 1, podemos usar a série de Taylor 
Lai DAI 0 le M<D 


a fim de determinarmos os coeficientes no desenvolvimento de Laurent do integran- 
do em torno do ponto z = 1. Assim, E 


52-2 _ 31 
3 -(5+ 5); 


=(s+ 2 JU 0-04 02001 


. quando 0< lz- 11< 1. O coeficiente de (2 - 1)? neste produto é 3, isto é K, = 3. 
., Portanto 
5z — 2 e r 
has de = 2mi(K, + Ko) = Iri. 
Neste exemplo é mais simples escrever o integrando como soma de suas fra- 
ções parciais, isto é, 


52 — 2 2 - 3 a e y 
[Eje [its [rhin meta = 1Ori. 


Há ainda outro método para calcular a integral (2). Observamos que, de acor- 
do com a fórmula (3) da secção 58, a integral dividida por 2ri é o coeficiente b, no 
desenvolvimento de Laurent do integrando em torno da origem no domínio, consis- 
tindo do exterior do círculo |z| = 1. Esse desenvolvimento pode ser escrito facil- 
mente como segue. Se |z|> 1, ý 


5z — 2 5z — 2 1 ` 1 
z2z-0) 2 1-(/) (52 — 2) ee 


n=0 


O coeficiente b, de 1/z neste produto é 5. Logo o valor da integral é 107i. 


68. Polos. Na série de Laurent (1), Sec. 66, que representa uma função f 
num domínio O < |Z - Zo | <r, em torno de um ponto singular isolado zo, a série de 
potências negativas de (Z - Zo) é chamada parte principal de f(z) em torno de Zo. 


RESIDUOS E POLOS — 149 


A estrutura da parte principal tem grande influência sobre o comportamento da fur + 
ção na proximidade'do ponto singular. 

Suponhamos que a parte principal contenha somente um número finito de 
termos; então existe um inteiro m tal que os coeficientes bm + 1, bm + 2, 


. são todos nulos, e 


bm 


bı bz 
e (z — zo” 


(1) ID = — +A EG AH c+ 


z— zo (2 — Zo)? 


+ y an(z — 20)" 
nao 

quando 0 < Iz- zol<»ry, para algum número positivo 7, , onde bm + 0. O ponto 
singular isolado 2 é então chamado polo de ordem m da função f. 

Um: pólo de ordem;m = 1 é polo simples, . 

Quando a parte prihcipal de J em torno do ponto 24 tem uma infinidade de 
termos, o ponto se diz ponto singular essencial da função. 

A função 

z? -22+3 3 


zaa "77 t2+(2-2) 


por exemplo, tem um polo simples em z = 2. Seu resíduo nesse polo é 3. 
Como outro exemplo, a função 


tem um ponto singular essencial em z = 0. Seu resíduo aí é zero. 
Quando f tem um polo de ordem m em zo, escrevemos 


9) = (e er) (0< le — zd < ri), 


equação que define a função é numa vizinhança de zo, exceto no próprio ponto Zo- 
Então, em vista da fórmula (1), quando O < |z -zoi <r podemos escrever 


Q) (e) = dla — zo) + bala — z)" > 


o 


+ bm + È Gn(z — zo), 


a 
p 
o 
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onde bm =+ O. Definimos agora &(z) em z = Zọ como sendo o número bm, 


$o) = bm- 


Então a representação (2) é válida numa vizinhança de Zo, inclusive no próprio 
ponto Zo. Como a série em (2) é uma série de potências convergente, a função $ é 
analítica em zo. 

Nossa definição de ¿(zo), agora, pode ser escrita 


6) Seo) = lim (z — 20)"6) = dm. 


Como este limite existe e bm + 0, segue-se que |f(z)| sempre tende para o infinito 
quando z-se-aproxima- de-um-polo zo. y > 

Se uma função pode ser tornada analítica num seu ponto singular Zo, atribuin- 
do-se um valor conveniente à função nesse ponto, diz-se que a função tem um pon- 
to singular removível em Zo. 

Acabamos de mostrar, então, que, quando f tem um polo de ordem nr em 
Z = Zo, a função 


(4) , el) = (z — zo)" (e) 


tem um ponto singular removível em zo, e que $(Z0) + O. Além disso, a fórmula (2) 
é o desenvolvimento de p(z) em série de Taylor em torno do ponto Zo, de 
modo que 


(m—1) 
(5) bi = fm 


Quando m = 1, esta fórmula para o resíduo de f em Zo pode ser escrita como 


(6) di = p(z0) = lim (z — zo)f(z), 


em vista da fórmula (3). 
Reciprocamente, suponhamos f uma função tal que o produto 


(2 — zo)"S(2) 


possa ser definido em zo de modo a ser analítico nesse ponto. Como antes, m é um 
inteiro positivo. ‘Seja p(z) aquele produto. Então, em alguma vizinhança de Zo, 


dl) = (z — zori(e) = dle) + p(z) — 20) + + e 


+ o fs 
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Logo, em cada ponto, distinto de zo, da vizinhança, é válido 


fo) = eo Ee 4 8) 1 


Car Rana ADA 
+ EB a, 


e, se (Zo) + O, segue-se que f tem um polo de ordem m em 24 com o resíduo dado 
pela fórmula (5) nesse ponto. Podemos enunciar este teste para pólos como se segue. 


Teorema. Suponhamos que uma função f satisfaça às seguintes condições: 
para algum inteiro positivo m existe um valor p(zp), diferente de zero, tal que a 
função q Fi ESE É AR 


$l) = (z — zo)"f(2) 


é analítica em Zo. Então f tem um polo de ordem n em zo. Seu residuo em Zo é da- 
do pela fórmula (5) se m> 1 e pela fórmula (6) se m = 1. 
Observe que as condições do teorema são satisfeitas quando f tem a forma 


a mm, 


onde a função à é analítica em zo e P(zo) + O. Por exemplo, o resíduo da função 
exp (-22)/2? no seu polo z = 0 dé ordem 3 é (-2)?/2) = 2. 


69. Quocientes de Funções Analíticas, O método básico para o cálculo do re- 
síduo de umá função num ponto singular isolado zp, consiste em determinar o coe- 
ficiente de (Z - zo)! na série de Laurent, que representa a função em todos os pon- 
tos arbitrariamente próximos de zo. No caso em que zo é um ponto singular essen- 
cial, não dispomos de nenhum outro método. Mas para resíduos em polos, as fór- 
mulas (5) e (6) da secção precedentente podem ser usadas com vantagem quando a 
função ¢ é suficientemente simples, 

Existe um outro método para a determinação do resíduo de uma função f 
num polo zo, quando f tem a forma fracionária 


PC) 
(09) Fa) “ao” 


onde p e q são ambas analíticas em zo e p(z0) + O. Notemos primeiro que Zo é um 
ponto singular de f quando, e somente quando q (zo) = 0. Com efeito, se q (Zo) +0, ` 
então existe uma vizinhança de zo onde q (z) 4 O (Sec. 65). Assim, existe alguma vi- 
zinhança de zo em que p e q são analíticas e q(z) + 0; logo f seria analítica em Zo. * 
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Por outro lado, se g(Zo) = O, então q(z) + O em qualquer outro ponto numa vizi- 
nhança suficientemente pequena de zo e, assim, Zo é um ponto singular isolado de f: 

Quando p e q satisfazem às condições q (Zo) = 0, q'(20) + 0 e plo) +0, então 
a função f tem um pólo simples em zo e o resíduo de f tem o valor 


p (Zo) 
q'o) 


(2) by = 


Para procedermos à demonstração deste enunciado, vamos representar as funções 
analíticas p e q da fórmula:(1) por séries de Taylor numa vizinhança Iz-zoI<n 
para escrevermos 
pr) + p'(zo) (z — 2) + ee 
3 ee 7 5 
O MO OLOR 
' (O < |z — zo| < 71). 


O quociente de séries aqui representa uma função. que é analítica em zo e, como 
Ho) = p(zo)/q (20) + O, o teorema na secção precedente se aplica para completar 
a demonstração, 

De modo análogo, podemos ver que, se p(z9) £ 0 e 


a(o) = eo) =... = q" P Eo) = 0, 


mas q" (z9) 40, então a função f tem um pólo de ordem m.em zo. Quundo m= 2, 
o resíduo de f no polo zo de segunda ordem é dado pela fórmula 


_, Pto) _2 po)” Co) 
5 E 


como podemos ver calculando q'(zo), onde 


ple) + Pad a 
a a<n 


Mas quando m >2, as fórmulas correspondentes para O resíduo sáo um tanto com- 


plicadas. 
Para ilustrar uma aplicação da fórmula (2), considere a função 


y „£Z 
> 02 Senz 
que tem os pontos singulares z = + ntén = 1,2, ....) e z=0. A derivada do deno- 


minador, q’(z) = cos z, não se anula em nenhum desses pontos. Como o nume- 
tador p e o denominador q, aqui são funções inteiras e p não se anula nos pontos 
acima mencionados, esses pontos são. todos polos simples e o resíduo de cotgz em 
cada um dos polos Zọ = 0, + nn é a unidade, visto que É 
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e plzo) cosm _ 
q (Zo) com 


1 
Como outro exemplo, vamos computar o resíduo da fungáo 


1 
ey 


na origem. Aqui p(z)=1, q(2) =z(é* - 1), (0) = q°(0) = 0, q” (0)= 2e q”(0) =3. 
Assim, a origem é um polo de segunda ordem e, de acordo com a fórmula (4), o 
resíduo de f aí é -1/2. 


mas EXERCÍCIOS 
4 À 

1. Se uma função h é analítica num ponto zo e h(zp) | O, mostre que zo é um polo 
simples da função 


1e) = AE 


he) 
z-Zo 


e que h(z9) é o resíduo de f nesse pólo. Dê exemplos. 

Se h (Zo) = O no exercício 1, mostre que Zo é um ponto singular removível de f. 

3. Mostre que todos os pontos singulares de cada uma das seguintes funções são pólos. De- 
termine a ordem m de cada polo e o resíduo K da função no polo. 


» 


a: ©) tghz; e LO, 
2 
d exp (2). Bo: expz 
= -1P ’ €) coa * O 
Resp. (a) m=1,K= 5,3; (0) mL, K=13 © m23,K= ==> 


4. Determine o resíduo em 2 = 0 da função 


(a) cosec? z; (b) 23 cosec(2?); (c) zcos 2 


Rep (DO WES > 


5. Calcule a integral 


f, t2 
Jol = e +) 


ao longo do círculo (a) |z ~ 2[ = 2; (b) |z| = 4, percorrido no sentido anti-horário. 
Resp. (a) Ti; . (b) 6m. 


6. Idem para a integral 


f dz 
caia + 4) 
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e o círculo (e) |z| = 2; (b) |z+2|=3. 
Resp. (a) ni/32; (b) O. 
7. Sendo C o círculo |z| = 2 percorrido no sentido positivo, calcule a integral 


dz ch mz dz 
(a) fa tezde; 0) LE = OLE 


Resp. (a) -4mi; (b) -ni . 
8. Calcule a integral de f no sentido positivo ao longo do círculo unitário com centro na 
origem, quando f(z) é 


(a) 2207; (b) 271 cosec i (c) 27? cosecz; (d) z exp + 5 
Resp. (a) -2mi; (b) 0; (a) mi. 


- Se uma função f é analítica em Zo e se Zo é um zero de ordem m de f, prove que a função 
Uf tem um polo de ordem m em 20. 


-s 


Sejam f uma função analítica num domínio D € Zo O único zero de f em D. Se C é um cami- 
nho fechado em D que envolve Zo, e C percorrido no sentido positivo, mostre que 
1 fpe) 


Jri PEO] dz = m, 


10. 


onde o inteiro positivo m é a ordem do zero em questão. O quociente f'/f é conhecido como 
derivada logarítmica de f; ele é a derivada de log f. 


70. Cálculo de Integrais Reais Impróprias. Uma das aplicações importantes 
da teoria dos resíduos, consiste no cálculo de certos tipos de integrais definidas 
reais, Tais integrais aparecem frequentemente em problemas de Física, especialmen- 
te em problemas de contorno nas equações diferenciais de derivadas parciais. Por 
vezes, essas integrais apresentam-se como integrais no plano complexo, embora 
possam ser reduzidas a integrais definidas reais.! Os exemplos expostos nesta e nas 
subsequentes secções ilustram alguns métodos úteis. 

Integrais reais do tipo 


o [f La, 


onde p e q são polinômios sem fator comum, podem ser calculadas facilmente com 
o auxílio da teoria dos resíduos, desde que os zeros de q sejam conhecidos. Vamos 
supor que q não tenha zeros reais; se q(x) contém um fator &- xo)“, onde 
k=1,2,...... » então, no ponto xo, o integrando torna-se infinito e de tal ordem 
que a integral imprópria 


"a Cf., por exemplo, os capítulos 6-8 do- livro “Operational Mathematics”, do autor, 
24 ed., 1958. 


«método dos resíduos, 
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= p(z) 
E a(o) dz, 


onde a é uma constante real qualquer, não converge. 
A integral (1) existe quando, e so- 

mente quando, o grau de q é maior do 

que o de p, no mínimo, por duas unida- 

des e q não tem zeros reais. O método de 

frações parciais, que pode tâmbém ser 

usado para é cálculo de integrais deste 

tipo, está intimamente relacionado com O 


Como nosso primeiro exemplo, va- 
mos usar resíduos para*determinar o va- 
lor da integral elementar 


2 dr 1 f° de 
2) I f, ripi Lt 
A segunda integral representa uma integragáo, ao longo de todo o eixo real, 
da função : ` 


1 t 
6) ID =a Fir? 


função esta que tem pòlos simples nos pontos z = i e z = -i, 

Seja Cr o semicírculo superior de um círculo |z| = R, onde R >1 (Fig. 42). 
Integrando f, no sentido anti-horário, ao longo da fronteira da região semicircular, 
temos 


[7,160 de + f, $2) de = 2riK,, 


onde K, é o resíduo de f no pólo z = i. Da expressão (3) para f(z) vemos que 


Kid | nd 
Portanto, quando R > 1. 
R dr 5 dz 
(4) Lia fat 
Ora, Iz] = R quando z está sobre Cr, e 


l2 +1] = [2] —1=Rt=1 
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Consegiientemente, 


de | ld} _. rR 
rio fo RAR ROOT 


e esta quantidade tende para zero quando R tende para o infinito. Segue-se da 
fórmula (4) que 


é R de , 

65) ms 
logo, 

L /º de T 

© T=3 f. 24177 


O limite (5) é conhecido como valor principal de Cauchy da integral na fór- 
mula (6). Em geral, 


m Jim ff Ie) de = V.B. f” sta) de. 


Quando cada uma das integrais 
f.soa, firm do 


tem um valor, como ocorre no caso acima, o valor principal (7) é o mesmo que o da 
integral. Mas se f(x) = x, por exemplo, o valor principal da integral é zero, ao passo 
que o valor da integral em si não existe. 


71. Outros Exemplos. Vamos determinar o valor integral 


z x* do 112 a de 
M a GF + ijh (ER 


a qual é ainda do tipo discutido na secção anterior. 
Por um raciocínio análogo, podemos ver que os pontos singulares da função 
ç 7 - e 
de AS 
consistem de pólos simples nos pontos z = +31 e de polos de segunda ordem em 
z= Ł 2i. O resíduo K, no polo z = 3i tem o valor 
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K z: E 8. 
CEA Ds 50% 


Para determinarmos o resíduo K, em z = 2i, escrevemos 


z? 


= (z -20⁄2 = 
MU san 


Então K, = $ (21), em vista da fórmula (5), Sec. 68, isto é, 


K, = (-4 + 9)(Qí+ 21) (41) - qiy [S(2)(41) + (41401 
o Cos SAF 
X 


que se reduz a 


- Seja Cr o semicírculo superior do círculo |z| = R, onde R >3 agora. Inte- 
grando, no sentido anti-horário, ao longo da fronteira da região semicircular, temos 


(3) de Fa) day + a fz) de = 2r(K, + K;) = mo 


Mas quando z está sobre CR, Vemos, da fórmula (2), que 


ls — E 


(R? - 9) (R? - 4) * 


O comprimento de Cr é mR. Segue-se, como antes, que o limite, quando R tende 
para o infinito, da segunda integral em (3) é zero. Portanto, 


fui dz = 100! 


ou, em vista de (1), I = 7/200. 


72. Integrais Impróprias Envolvendo Funções Trigonométricas. Como exem- 
plo de outro tipo de integral que pode ser calculada por meio de integrais curvilí- 
neas e da teoria dos resíduos, consideremos: a integral 


1 “eostdz 1 f” cos x dz 
© . o Fi CD). AET 
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Como [cos z| cresce como e” quando y tende para o infinito, o método usado aci- ` 


ma não se aplica aqui sem algumas modificações. 
Ora, cosx é a parte real de exp (ix); portanto; 


“coszdr: 1 
o) a 
iz 


2 +1 


Escrevemos f(z) = 


e notamos que 
(3) 12] =eY <1 quando yÈ Ù. 


As singularidades da nossa função f são os' polos simples z = ti. Emz=io 
resíduo de f é 


| 


ei 1 
K=7 L dei 


e, portanto, 


R edr e” dz our T 
(4) E 


onde Cr é o semicírculo superior do círculo Iz} = R (R> 1). Em vista da desigual- 
dade (3), segue-se, como antes, que a segunda integral em (4) tende para zero 
quando R tende para o infinito, de modo que 


a ER a 
-oz tl œe 
A parte real desta integral coincide portanto, com o valor da própria integral. 


Então, de acordo com (2), 
“costdz m . 
o 2+1 2e 


EXERCICIOS 


Estabeleça as seguintes fórmulas de integração com o auxílio de resíduos: 


1 al a dz T, g de _r Y 
“Jo (A+ DA4 46 o xt 1 4 
3 ° sdi T TN de =” 
"Jo +i” o HIT 
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“cosa, UN -[º cosude r 
5 f T (a > 0). 6. E WED Ts 
cos x dy r + ge 
l eieaa 2 Us | (a>b>0). 
> cosaz 
8. 2 aja Y = a (1 + adj (a>0,5>0). 
o (2403 4b 
z senar y 
a Jl as = sena ; y (a > 0). 


Use resíduos para determinar os valores das seguintes integrais: 


z de 


E E 


do ii ada de 
Lenta 


Resp. -n/5. 
º aid 
12. o GI Ty 
é 13 . g sen z de 
“do (+ D+ 


_senede 
14. Sí e E AS 


Resp. -(m/e) sen 2. 


tz 
15. J _cogzde | A 


serao po» 


73. Integrais Definidas de Funções Trigonométricas. O método de resíduos é 
útil no cálculo de integrais definidas do tipo 


(1) JE F (sen 0, cos 6) do, 
onde F é um quociente de polinômios de sen 8 e cos 8. Se consideramos 8 como ar- 


gumento de z sobre o círculo unitário z = el? então podemos escrever 


+“ -1 


ftg 
, COS Ô = 3 


10) sen 0 = £ , de = ie do = iz do, 

e a integral (1) passa a representar a integral de linha de uma função riciónal de z` 
ao longo do círculo unitário. A integral de linha, por sua vez, pode ser calculada 
pelo teorema do resíduo, desde que conheçamos os zeros do polinômio no deno- 
minador. 
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Como exemplo, vamos computar o valor da integral 


pa (pf. 
“Jo &+seng 


Observe que o denominador do integrando nunca se anula. Em termos de pontos Z 
sobre o círculo unitário, podemos escrever, de acordo com as fórmulas (2. 


o 2 e > 
6 a =rkexp(ik0) (0<06<2,r> 0), 
e quando 9 = 0 aqui, z~ = 7% =x% A função 


z 
zt1 


He) = 


é analítica em todos os pontos, exceto no polo simples z = -1, no ponto de ramifi 


| A EA 3 . cação z = Q e n 
E 4 + sen Y = 4 + 2i  4iz (22? + Siz - 2) da integral (1) pç Pp e E a deis dc 
| te . O res m Z = -] é o valor de z"* nesse pont j 
| | o g Si ps o Assim, a integral de f ao longo do caminho fechado e ona 4 E 
f e E i E 
A O MO sistindo de arcos circulares C e Co de raios R e fo, respectivamente, e de segin 


tos L, e Lz dos raios 0 =€e0=2r-€, 
a 


O fadet [fode + fo. 10) de f 16 de 
A = 2ri exp (— ikr), 


pode ser escrita 


onde C é o círculo |z] = 1 (Fig. 43). O único ponto singular do integrando, inte- 
rior a C, é o pólo simples z = -4 i, e o resí- 
duo do integrando nesse ponto é 2/4 ¿+ 20, 
ou 4/3i. Portanto, 


le mid. «Er. quando R> 1, 79 < 1, e € é uma constante positiva pequena, 


74. Integração em torno de um Ponto de 
Ramificação. Vamos ilustrar agora um método 
para calcular uma integral real, quando as sin- 
gularidades do integrando da integral de linha 
incluem um ponto de ramificagáo e um corte 
de ramo. 

Seja xt, onde 0 < k < 1 e x> 0, o valor principal daquela potência de x, 
ou seja, o número real positivo exp (-k Log x). Computaremos a integral real im- 
própria 


Fra. 43 


“Eid 0<k<1 
W CE 0<k<0, 


Fra. 44 
que representa a função beta com argumentos k e 1-k (Exercício 9). A integral 
existe quando O < k < 1, pois o integrando se comporta como x” na proximidade 
de x = O e como ag t-1 quando x tende para o infinito. 


Sobre o segmento L,, z = , + -k , 
Seja 2"* este ramo da função potência: y r exp (ie) e 27º = r% exp (-ike). Sobre La, 


o HE ORG ezt =p exp [-ik(2m - €)]. A soma das inte- 
| 1 go de Z, e de Lz é, portanto, a seguint inaçãt i i 
i (2) 2% = exp (=k logz) = exp [-k(Log r + i6)] A cao DERA ear a 
(0<9<2m,r>0, 


exp (ie — ikọ) [7 1dr = Ad 
n pa pI T Plie — ik(2m af as SI 
E R ret 


onde z = r exp (i9). Então, em termos do valor principal r*, 
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Os integrandos aqui são funções contínuas de 7 e e na região fechada fo Sr SR, 
oses 1/2; logo, as integrais, bem como seus coeficientes, são funções contínuas 


-deeeme=0,e 


6) lim (fjer fs) = [1 — exp ( Zikr] j m 


«0 
R ak de 


= 2 exp (— ikr) sen kr T ELI 


A integral de f ao longo de C, onde z = R exp (10), pode ser escrita 


(6) Í fe) de = iR Í o rep (TED wda (R> D. 


O integrando da integral definida aqui é uma função contínua de O no intervalo 
-0<0 27. Logo, a integral tem um limite, quando e > 0, o qual é simplesmente a 
integral de zero a 2m. Analogamente, o limite da integral 


foto) de = in fi PRO cão (0<m<D, 


x 


quando e > 0, existe. Assim, o limite, quando e tende para zero, do primeiro mem- 
bro da fórmula (4) existe e, como o segundo membro é independente de e, decorre 
das fórmulas (5), (6) e (7) que 


R g= de A si 
(8) 21 exp (— ikr) sen kr Fil + I+ Lo = 2riexp (— ikr), 


onde 


A 2x exp (10 — 1k8) 
= k PEPA 
(9) I= ik! já RA TI do, 


z 2r exp (19 — 1k0) 
= = 1-k Bata 
Lo = —iro I Ted F i do. 


Ora, 1>0 quando R > co e Io > O quando 7 — 0, pois 


mo Tk 


IR p-k e Ibl S 


di as 
US qo l-n 


“e 1-k>0. Também, o limite da primeira integral na fórmula (8) quando R —> oo 
e 1 >0 é a integral (1), enquanto que o segundo membro da fórmula (8) é in- 
dependente de R e de ro. Tomando limites sucessivos nessa fórmula quando R > æ 


€ fo > 0, obtemos a fórmula de integração 
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(10) "2> o 
o 1% sen kr (O <k<a1). 
EXERCÍCIOS 


Use resíduos para estabelecer as seguintes fórmulas de integração. 


* cos0 dê r = de 
2. (a) Larra” E 6) Liam erva 


2x do w 
2. (o) h IF kost ie < D; 
vi-k 
ON E A. A 
o 1+ k sen f VU k - <1). 
3 m cos 20 dð% ak? 
“do i+ k? — 2kcosð 1—ki (kè < 1). 
RA SEA S E 
"Jo ta + cos jè = Tala mya (a > 1). 


2r cos? 30 d0 3 
5. Í, 5-4c0s20 78" 


"sent (2m)! 
6. E sen?” 0 dO = y (Epi (M=1, 2...) 


o 
7. Sabendo que h exp (22) de = 4/7, integre exp (-z?) ao longo da fronteira do re- 
tângulo -a £ x Sa, 0 $y Sb, e, em seguida faça a tender para o infinito para mostrar que 


Le exp E) cos (2bz) de = 4/7 exp (—b?). 


8. Deduza a fórmula 


f co et dx. ar 

~o l He — sen kr (0<k<1 
usando uma integral de linha ao longo do cami- 
nho retangular sobre as retas y=0 x= ta 
e y = 27 (Fig. 45) e fazendo a tender para o in- 
finito. 5 

9. A função beta é a seguinte função de duas variáveis reais: 


B(r,s) = ho e — ride (>0,8>0. 


Faça a substituição £ = (x+1)7! i 
elo dl E (x +1)" para mostrar que a integral calculada na secção 7 é 


B,1-4)= E (0<k<D. 


10. Com auxílio do caminho fechado ilustrado na figura 44, mostre que 


o EFI Cacos Ge 17! SA < Bat = exp (E Log oil 
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11. Sabendo que E exp (~z?) dz = E /%, integre exp (-2?) ao longo da fronteira do se- 
tor circulo O S0 S nj4, 0 Sr SR, e figa R tender para o infinito para mostar que 


A cos (z?) dz = JA sen (22) de = bV 2r. 


Nota: Para provar que a integral ao longo do arco circular tende para zero, mostre que seu 
valor absoluto é menor do que Z, onde £ è 


I=R dd exp (— R? cos 20) d8, 


e que 
R x2 R f2 2R? 
1=3/, exp (Rê sen $) dé < 3 Jy exp (- 9) dg; 


é óbvio, do gráfico da função seno, que sen $2 2/1 quando 0 £ $ S 7/2. Efetue a integra- 
ção no último membro da desigualdade para Z, para mostrar que este membro tende para 
zero quando R tende para o infinito. 


12, Mostre que , A 
” sen x T 
Í q “= 


integrando a função e ao longo do caminho ilustrado na figura 46, consistindo dos 
semi-círculos Co e C, com raios rg e R, e dos segmentos L, e La do eixo-x, e, a seguir, faça 
ro tender para zero e R para o infinito. (Veja a nota no exercício 11 que nos fornece um 
método para mostrar que a integral ao longo de C, tende para zero quando R tende para o 
infinito.) Use a fórmula de integração acima para mostrar que a função 


sen 


é a seguinte função escada: S(k) = 1 quando k>0, S(k) = -1 quando k <0 e S(0) = 0. 


Y 
ZIN 
"o R 
Fic. 46 
13. Deduza as fórmulas 
* Logz EO o Logz __ Tm 
(a) h pit =0; (6) o (14 q. = TE 


Nota: O caminho fechado na figura 46 pode ser usado aqui, juntamente com os resultados 
obtidos na secção 70 e no exercício 4, Sec. 72. 
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14. Suponha que um ponto Z = xo sobre o eixo-x seja um polo simples de uma função f, e que 
Ko seja o resíduo de f nesse polo. Mostre que, para algum número positivo 7, , f tem a forma 


fe)= 


Ko 
a FE (0<lz-xg|<n), 
onde £ é analítica em toda a vizinhanga iz ~ xol Śr. Se Co é o semicírculo superior do 
círculo |z - xol= ro (Fig. 47) percorrido no sentido horário, onde ro Sri, prove que 


lira J J(e) de = ~iKor. 


raO 


15. Deduza a fórmula de integração 


” sen? g T 
Í q de “o 


go Podemos usar o cahinho fechado na figura 46 se escrevemos 2 sen? x = 1l-cos2x= 

= (1 -e%%). Veja o exercício 14 para o cálculo do limi integ i E 
te di 

usa nite da integral de linha ao 

16. A integral da função 


1 
Mo) = aer 


sobre um intervalo que contenha a origem não existe. Mostre que o valor principal da in. 
tegral dessa função ao longo de todo o eixo-x, 


É . 
v.r. f Ma) de = lim [f Made f” 
«Le T 
E lim [J Medet ata] (>), 
: 5 
HE 
existe, o que pode ser feito determinando-se esse valor com o auxílio do cami feci 
minho f 
na figura 46 e do resultado obtido no exercicio 14. R R 


Resp. 2n/5. 


CAPÍTULO 8 


Transformações Conformes 


75. Rotação de Tangentes. Vamos examinar a mudança na direção de 
curvas num ponto zo sob uma transformação w = f(z), quando a função f é 
analítica nesse ponto e f(z9) + O. A imagem de um arco suave numa vizinhança 
de zo é um arco suave no plano-w, pois a função transformadora f é analítica 
em zo. À derivada E 


> a Aw 
(1) Meo) = lim, Ai» 


onde Aw = f(Zo + Az) - f(Zo), existe e é independente da maneira como Az tende 
- para zero. . - s 


Fic. 48. 8 = a + yo. 


Quando f(zo) + 0, seja Yo um dos valores do argumento do número Fo) 
e seja Ry o número |f(zo)|; assim, 


2) fo) =Roexp (ib) (Ro>0). 


Então as duas fórmulas 
63) 


(4) 


são consequências da fórmula (1) (ver o exercício 7, Sec. 77). 
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Seja agora C uma curva suave por zp, e seja S sua imagem sob a trans- 
formação w = f(z) (Fig. 48). Prescrito um sentido positivo de percurso ao longo 
de C, o sentido positivo correspondente ao longo de S fica determinado pela 
função transformadora f. Quando z9+ Az é um ponto sobre C no sentido 
positivo a partir de zp, O limite do argumento de Az quando Az tende para 
zero é o ângulo de inclinação œ da reta tangente orientada a Cem Zo. Se wo = f(Zo) 
e se wot Aw é a imagem de Zo + Az, então o argumento de Aw tende para o 
ángulo de inclinação f da tangente orientada a $ em wo. 

Como Aw = Az(Aw/Az), um valor do argumento de Aw é dado pela 
fórmula 


Áw 
arg Ave arg Àz + ag 4 
4 
Quando Az tende para zero, segue-se que 
(5) B=0+ Wo. 
Assim, a tangente orientada à curva C em zo gira de um ângulo 
(6) Vo = arg f'o) 
sob a transformação w = f(z), desde que f seja analítica em Zo e f(z0) # O. 
76: Transformação Conforme. Como o ângulo yo é determinado pela 


função transformadora f e pelo! ponto zo, ele é o mesmo para todas as curvas por 
ko s a A n 
Zo. Se œ; e œ são os ângulos de inclinação em zo de dois arcos orientados Ce 


y Ca v S, 


Fia. 49 


C2, e se B, e pz são os ángulos correspondentes para as imagens S, e S} des- 
ses arcos, entáo 


B=01+ Yo e Ba = 02 + Yo 


e, portanto, 8, - $, = œ - a. Isto €, o ángulo y = B;-B, de $, para Sz é o mesmo, 
em valor absoluto e sentido, que o ângulo œ, - a, de C, para C, (Fig. 49). 
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Uma transformação que preserva ángulos em valor absoluto e sentido entre 
os pares de curvas em cada ponto de um domínio se diz conforme nesse domínio. 
Podemos enunciar nosso resultado como segue. 


Teorema. Em cada ponto z de um domínio onde f é analítica e f(2) +0 a 
transformação w = f(z) é conforme, 

Doravante o termo transformação conforme será usado para significar a 
transformação por uma função analítica com derivada não nula, 

De acordo com a fórmula (3) da secção precedente, 


lAwl 7 
azo TAZ] 7 I£(2o)I = Ro. 
Portanto, a transformação aumenta os comprimentos de pequenos segmentos por 
um fator aproximadamente igual a Rọ. A imagem de cada figura pequena na 
proximidade do ponto é conforme à figura original no sentido de que as duas 
figuras têm aproximadamente a mesma forma. O coeficiente de acréscimo Ro, 
bem como o ángulo de rotação. yo, variam de ponto a ponto. Figuras grandes 
podem ser transformadas em figuras sem qualquer semelhança com as originais. 
Um ponto no qual f(z) = O é chamado ponto crítico da transformação. 

O ponto z = O é ponto crítico da transformação 


w=2+1, 


Se escrevemos z =rexp(i0) e w-1 = pexp(ig), então 
p exp (ig) = exp (ia) 


donde decorre que, cada raio 6 = c emanando do ponto z = 0 é transformado num 
raio É = 2c emanando do ponto w = 1. Assim, o ângulo entre dois raios emanand 
desse ponto crítico é duplicado por esta transformação. F É 

A série de Taylor para a função f, em torno de um ponto crítico zo, pode 
ser usada para mostrar que, se as m- 1 primeiras derivadas da função se anulam 
em zo e ft )Azo) + 0, então o ângulo em zo entre duas curvas quaisquer é multi- 
plicado por m sob a transformação w = f(z). A prova é deixada como exercício. 

Uma transformação isogonal preserva os valores absolutos de ângulos mas 
não necessariamente os sentidos. A transformação w = Z, reflexão no eixo real, 
é isogonal mas não conforme, A composta desta com uma transformação conforme 
f, w = f(Z), também é isogonal mas não conforme. 


77. Exemplos. Como as funções elementares usadas no capítulo 4 são 
analíticas, as transformações aí discutidas são conformes, exceto nos pontos 
singulares e críticos. 

Toda transformação conforme deve transformar curvas ortogonais em curvas 
ortogonais. Em particular, se f é analítica e f(z) + O num ponto, a transformação 
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u + iv = f(x + iy) 


transforma as curvas u(x, y) = Cy € v(x, y) = cz que se interceptam nesse ponto nas 
Tetas Y = cı € Y =, no plano-w, Como as retas são ortogonais, a curva u(x, y)=0, 
é ortogonal à curva v(x, y) = Ca. 

Como outro exemplo, a transformação 


w=z?=x?- y? + 2ixy 


leva a reta y = x na reta u = 0, e a reta x = l na parábola cujas equações paramétri- 
cas são j 


mas ly? v=2y 


esta é a parábola y? = -4(u - 1) (Fig. 50). Se o sentido de crescimento de yé 
tomado como positivo nas duas retas no plano-z, o ângulo da primeira para a 
segunda é 7/4. Quando y > 0 e y cresce ao longo da reta y =x, v cresce ao longo 
da reta u = 0, pois v = 2y°, e assim, o sentido positivo da primeira imagem é 
para cima. O mesmo ocorre com a parábola, como podemos ver da segunda das 
equações paramétricas v = 2y. É fácil verificar que o ângulo.da primeira imagem 
para a segunda no ponto w = 2i, que é a imagem do ponto z = 1 +i, é 7/4, tal 
como exigido pela conformidade da transformação. 
O argumento da derivada da função w = z? no pontoz =1+ié 


Vo = arg 2z Aag (2+ 2i) = F 


Fra. 50 


Este é o ángulo de que a tangente a cada curva nesse ponto deve girar sob a 
transformação, O coeficiente de acréscimo |f(zo)l de distâncias nesse ponto é 
242. t 


se 
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EXERCÍCIOS 


Mostre que a transformação w = 2? muda direções de curvas no ponto z = 2+i de um 
ângulo arctg 1/2. Ilustre este fato usando alguma curva particular, Mostre que o coeficiente 
de acréscimo de distâncias nesse ponto é 2 V5.. 

» Mostre que a transformação w = z muda direções no ponto z = roexp (iĝo) de um 
ângulo (nr - 1)ĝo, quando rg > 0 e n >O. Qual é o coeficiente de acréscimo de distâncias 
no ponto? 

Resp. nro™'. 

+ Qual mudança de direções é produzida pela transformação w = 1/z (a) no ponto z = 1; 
(b) no ponto z = i? 

Resp.’ (a) mudança somente no sentido; (b) nenhuma. 

. Sob a transformação w = 1/z, mostre que as imagens das retas y = x - 1 e y = O são o circu- 
lo u? +y? ~u -v = 0 c a reta v = O. Ilustre as curvas graficamente, determine sentidos 
correspondentes das curvas e verifique a conformidade da transformação no ponto z = 1, 

. Mostre por que a transformação w = expz é conforme em todos os pontos. Note que a 
transformação dos segmentos orientados ilustrados nas figuras 7 e 8 do Apêndice 2 
está de acordo com essa conclusão. 

» Mostre que a transformação w = sen z é conforme em todos os pontos exceto em z= t7/2, 

` z = +37/2, .... Note que a transformação dos segmentos orientados nas figuras 9, 10 e 11 

do Apêndice 2 está de acordo com essa conclusão. 

Para uma função g de Az e um número go = Roexp (Yo), suponha que 


lim g(Az) = Roexp(i Yo) (Ro > 0). 
Az>0 


Então a cada número positivo €, onde € < Ro, corresponde um número Ô tal que o ponto 
g(Az) fique na vizinhança de go de raio € sempre que |Az] < 8. Esboce uma figura que 
mostre tal vizinhança e o ângulo AY = arg [g(4z)}- Wo, onde Yo-T<arg [g(Az)]< Wo + T. 
Mostre que |sen AY] < e/Ro c quando JAz| <8 e que, portanto, 


li = Yo; 
Jim ag ls(Ad1= Yo; 


o que justifica a fórmula (4), Sec. 75. Também justifique a fórmula (3), Sec. 75, 
. Seja f uma função analítica num ponto zo tal que 


fed=wo — feo) =F") =... =V o) = 0, 


e JU (20) Æ 0. Use a série de Taylor para mostrar que, para algum número r4, o acréscimo 
Aw f(zo + Az) - f(zo) tem a forma 


Aw = A eA pr + Azh(ÃoO))  dAzI<r), 


onde h é contínua em Az = 0. Sob a transformação w = f(z) do arco C no arco $ na 
figura 48, mostre que os ângulos de inclinação satisfazem agora à relação 


B= ma + arg [ao] 


e, se Ô designa agora o ángulo de $S} para S2 na figura 49, que 8 = m'YY. Assim, a trans- 
formação não é conforme em zo. ý 
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78. Funções Harmónicas Conjugadas, Observamos na secção 20 que as 
partes real e imaginária de toda função analítica de uma variável complexa z 
são funções harmônicas de x e y. Isto é, elas satisfazem à equação de Laplace 


du du 
E + = 
() ox ay? 0, 


e suas derivadas parciais até segunda ordem são funções contínuas de x e y. 

As funções u e v são funções harmônicas conjugadas quando u + iv é uma 
função analítica de z, Então, em vista das condições de Cauchy-Riemann, a 
diferencial de v pode ser escrita 


O 
(2) de E toy dy =- dx + x D 


Suponhamos agora que u é uma função harmônica dada num dominio sim- 
plesmente conexo D, Podemos mostrar que sua conjugada harmônica v existe, e 
escrever uma fórmula explícita para v(x, y). 

O último membro da fórmula (2) será uma. diferencial exata se 


mas esta condição se verifica, visto que a função u satisfaz à equação de Laplace (1). 
Segue-se então que o valor da integral curvilínea 
Te 


Cor buly) CA 
eal? A 


é independente do caminho entre os limites de integração contanto que o 
caminho se situe no interior de D. Quando o ponto (xo, Yo) é fixado, a integral 
representa umá função univalente de x e y; seu valor se altera por uma constante 
aditiva quando o ponto (xo, yo) é mudado. 

` Vamos mostrar agora que a fórmula 


DD fico UY o uly’) a 
6) (zy) = Lea | TT de + o dy | +c, 


onde c é uma constante real qualquer, representa uma conjugada harmônica de u. 
De .acordo com as fórmulas do cálculo, avançado para as derivadas de integrais 
curvilíneas, 


a) = e de 
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Estas são as condições de Cauchy-Riemann. Como as derivadas parciais, até 
segunda ordem, de u são contínuas, é evidente das equações (4) que essas derivadas 
de » também são contínuas. Segue-se (Sec. 18) que 


u(x, y) + ix y) 
é uma função ánalítica f de z em D. Como if(z) = -v+iu, ambas as v e -v, 


onde v é dada pela fórmula (3), são conjugadas harmônicas da função dada u. 
A função u = xy, por exemplo, é harmônica em todos os pontos. De acordo 


` com a fórmula (3), 


_ fan 


v= Joy (Udo y dy) + e. 


A integração aqui pode ser feita por inspeção; também é fácil calculá-la integrando 
primeiro ao longo da reta y = O da origem ao ponto (x, 0) e depois ao longo da 
reta x’ = x ao ponto (x, y). O resultado é i 


1 1 
= ax? ty? H e 
v 7* +37 Cc; 


esta função, bem como -», é uma conjugada harmônica de Xy. Aqui a função , 


analítica é f ou if, onde 


1)= +50 -xitic= -Fiz + ie, 


79. Funções Inversas. Mostramos anteriormente que as inversas de várias 
funções elementares são analíticas. A inversa da função w = exp z, por exemplo, 
é a função 


z =logw = Log p +14, 
e o campo de variação de à pode ser restrito de modo a tornar esta função uni- 


-valente e analítica em qualquer domínio simplesmente conexo que não contenha 
o ponto w-= 0. Além disso, 


Nesta altura é conveniente generalizar os resultados acima. 


Teorema. Seja f uma função analítica num ponto z = zy onde f(zo) £ 0; 
denotemos por Wo o número f(zo). Então existe uma vizinhança do ponto wo no 
plano-w na qual a função 
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a) w = f(e) 
tem uma única inversa 
(2) l z = E(w), 


no sentido de que a função Fé univalente e analítica ai, e F(wo) = Zo e w=f[F(w)]; 
além disso, E 


PE | 
6) EM = Ag 


A equação (1) pode ser escrita na forma 


a 


de 


(4) 3 © u= u(x, y), v= v(x, y). 


* Como w é analítica no ponto zo = Xo + İyo, ela é analítica numa vizinhança desse 


ponto. As funções u e v, assim como suas derivadas parciais, são contínuas na 
vizinhança. ` Além da continuidade das funções u e y e das suas derivadas, uma 
outra condição para que as equações simultáneas (4) tenham soluções únicas 
para x e para y como funções contínuas de u e y, é que o jacobiano das funções 
ue», ` 


o du du 
às dy 
dv avl 


seja diferente de zero no ponto (xo, Yo)'. Em vista das condições de Cauchy- 
“Riemann, o valor deste determinante pode ser escrito 


Ju? ELA M 
E E- ror, 


e, por hipótese; este é diferente do zero no ponto Zo. De fato, como f” é analítica 
em zo € f(zo) # 0, existe uma vizinhança do ponto zo que não contém zeros de f’ 
(Sec. 65). Assim, fica estabelecido que, numa vizinhança do ponto wo = uo + ivo, 
existe um único par de funções contínuas x(u, v) e y(u, v) tal que as funções 


(5) x=x(u v),  y=y(u, v) 
satisfazem às equações (4) e tal que 


Xo = xX (uo, Vo), Yo = Y (uo, Vo). 


o — 
Wer, por exemplo, Goursat-Hedrick, “Mathematical Analysis”, vol. 1, p. 45. 
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As equações (5) podem ser escritas na forma complexa 
z = F(w), 


onde F é uma função contínua. Para mostrar que sua derivada existe, escrevemos 


Az E 1 
(6) Aw Aw/Az 


Como w é uma função analítica de z, ela é contínua, e como z é uma função 
contínua de w, segue-se que, quando Aw tende para zero, Az também tende para 
zero, e reciprocamente. Ora, dw/dz existe e é diferente de zero; decorre, portanto, 


da fórmula (6) que 
dz Az 1 1 


zi =li - . 
dw mo Aw "aso Aw/Az dwjdz 


Esta é a mesma que a fórmula (3). 

Como F’(w) existe numa vizinhança de wo, a função F é analítica aí. 

A fórmula (3) poderia ter sido usada para se obterem as fórmulas de derivação 
para as inversas das funções elementares. Di 

Retomemos o exemplo apresentado no início desta secção, considerando a 
função w = exp z. Se Zo = O aqui, então wo = exp (0) = 1 e f(0) = 1 0. De acordo 


com o teorema, existe uma única inversa correspondendo a esses pontos. Ora, ) 


sabemos que a função multivalente 
z=logw=Logp+i(p+2nm) (p>0,-r<¢< n) 
é uma inversa da função exp z. Mas sé 
F(wo) = Zo, 


como enunciado no teorema, então log 1 = 0. Como ¢ = 0 e p= 1 quando w= 1, 
segue-se que n = O na fórmula acima para log w. Assim, a única inversa neste caso 


é a função 


F(w) = Logp + i$ (0>0,-7< 6 <a). 


80. Transformação de Funções Harmônicas. O problema de determinar 
uma função que seja harmônica num domínio especificado e satisfaça condições 
prescritas sobre a fronteira do domínio, é um dos tipos mais antigos e proemi- 
nentes de problemas de contorno nas equações diferenciais de derivadas parciais. 
Se os valores da função são prescritos ao longo da fronteira, o problema é um 
problema de Dirichlet ou um problema de contorno de primeira espécie. Se os 
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valores da derivada normal da função harmônica são fixados sobre a fronteira, 
o problemá é de segunda espécie, conhecido como problema de Neumann, 
Ocorrem também modificações e combinações desses tipos de condições de con- 
torno. . , . É 
Cada função analítica fornece um par de funções harmônicas. Como a função 


exp (iz), por exemplo, é inteira, as suas partes 
a) G(x, y) =€” cosx,  H(x, y) = € sen x 


são harmônicas em todos os pontos. A função H satisfaz às condições 


ƏH _ ƏH 
2 ed E 
o ¿ny DX? Ñ ay? j 
A ; 
6) H(0, y) =0, H(n, y) =0, 
(4) H(x, 0) =senx lim H(x, y)=0, 
; yr. 


as quais constituem um problema de Dirichlet para a faixa 0 < x < v, y >O. 
A mesma função H satisfaz, é claro, outras condições de contorno para este e 
outros domínios; por exemplo, 'sua' derivada normal ðH/ðx sobre a reta x = 1/2 
é zero. ` 

Por vezes a solução 'de um dado problema pode ser descoberta por este 
método de funções conjugadas. Mas o sucesso deste procedimento dependerá da 
simplicidade do problema, e da, nossa familiaridade com as partes real e imaginá- 
tia de algumas funções analíticas. Apresentaremos agora um argumento adicional 
importante na resolução de tais problemas. 

Seja H uma função harmônica qualquer das variáveis independentes x e y. 
Vamos introduzir novas variáveis independentes u e v de tal modo que a variável 
complexa z = x + iy seja uma função analítica de w = u +i, 


z = f(w). 


Vimos na secção 78 que, para a função harmônica dada H(x, y), existe 
uma função harmônica conjugada G(x, Y); H+iG é uma função analítica de z. 
Como z é uma função analítica de w, a função H + iG também é uma função 
analítica de w e, portanto, H é uma função harmônica de u e v. O resultado pode 
ser enunciado como segue. 


Teorema. Toda função harmônica de x e y se transforma numa função 
harmônica de u e v por meio da mudança de variáveis 


x +iy= f(u + iv), 


onde f é uma função analitica. 
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Como conseqúéncia, uma função que é harmônica em alguma vizinhança 
permanece harmônica sob uma mudança de variáveis provinda de uma trans- 
formação conforme 


w= F(z), 


onde F(z) é analítica e F(z) + O na vizinhança, uma vez que a função inversa 
z = f(w) é analítica (Sec. 79). 

Como ilustração do teorema, a função H = e) sen x, é harmônica em qual- 
quer região do plano-xy. Sob a transformação 


z=w, i 
temos x =u? - y? e y = 24), e, portanto, a função 
H= EU sen (u? - y?) 
é harmônica na região correspondente do plano-uv; isto é, 


en, 2H 


quê + a E 0. 


81. Transformação de Condições de Contorno. As condições. que prescre- 
vem que uma função harmônica H ou sua derivada normal, seja constante sobre 
uma parte da fronteira de uma região são as mais comuns, embora essas não sejam 
os únicos tipos importantes de condições de contorno. Algumas dessas condições 
permanecem inalteradas sob a mudança de variáveis por meio de transformações 
conformes. y 

Uma curva ao longo da qual uma função H é constante é chamada curva de 
nível da função. Pela mudança de variáveis, uma curva de nível H(x, y) = c no 
plano-xy é transformada na curva de nível : 


Hlx(u, v), y(u, Y] =c 


no plano-uv. Em particular, então, uma parte da fronteira de uma regido no 
plano-xy sobre a qual H tem valor constante, é transformada numa curva no 
plano-uv, onde H toma o mesmo valor constante. Isto é, uma condição de contorno 
H = c no problema original é transferida ao problema transformado. 

Se a derivada normal de A se anula ao longo de -uma curva no plano-xy, 
então a derivada normal de Æ como função de u e v também se anula sobre a 
curva correspondente no plano-uv. a . 

Para ver isto, lembremo-nos primeiro de que o gradiente de uma função H 
é um vetor cuja direção é aquela em que a derivada direcional toma seu valor 
máximo no ponto considerado. O módulo do gradiente é esse valor máximo. 
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Mostra-se no cálculo avançado que a projeção do vetor gradiente sobre qualquer 
direção é a derivada direcional da função H nessa direção. Em particular, a 
projeção do gradiente sobre o eixo-x é 9Hjôx, e sobre o eixo-y é 9H[0y. Assim, 
o vetor gradiente é representado pela fórmula 


5H, .0H 
grad H = + ay: 


O gradiente é perpendicular à curva de nível H(x, y) = c em cada ponto. 

Suponhamos que a derivada normal de H(x, y) se anule, dH/dn = 0, ao longo 
de uma curva C (Fig. 51). Como dH/dn é a projeção do gradiente sobre à nor- 
mal, a normal a C deve ser perpendicular ao gradiente de H em cada ponto. 
'A tangente a C coincide, portanto, com o gradiente, e C é ortogonal às curvas de 
nível H(x, y) =c. Atmagem S de C, por uma transformação conforme, é, assim, 
ortogonal ás curvas de hível. 


Hbx(a, v), pu, »)] = c, 


que são as imagens de H(x, y) = c. Logo, a derivada normal de H como função 
de u e v, ao longo da curva S, deve também anular-se, 


ES v 


Fra. 51 


A invariância dos dois tipos especiais de condições de contorno pode ser 
enunciada como segue. 


Teorema. Sob uma transformação z = F(w), onde f é analítica e H(w)*o, 
permanecem inalteradas as condições. de contorno de um dos dois tipos 


impostas a uma função H, harmônica. 

Uma condição de contorno que não é de um desses tipos pode ser trans- 
formada numa coridição que é substancialmente diferente da original. Natural- 
mente, podem-se obter condições de contorno para O problema transformado, 
partindo da transformação-particular, em qualquer caso. É iriteressante notar que, 
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sob uma transformação conforme, a razão de uma derivada direcional de H no 
plano-z para a derivada direcional de H na direção correspondente no plano-w é 
Idw/dz]. Em geral, esta razão não é constante ao longo de uma curva (ver os 
exercícios 3 e 8 abaixo). 


EXERCÍCIOS 
1. A função harmônica 
H=2-x+ =p 


toma o valor 2 sobre o círculo x? +y?= 1. Soba mudança de variáveis z = e, determine H 

como função de u e y, e mostre diretamente que H = 2 sobre a imagem u = O do círculo, 

verificando assim um dos resultados da secção precedente para este caso especial, 
2. A derivada normal da função harmônica 


H = ecos y 
é zero ao longo da reta y = O: isto é, DH, dy = O sobre a reta. Determine H em termos de 
u ev sob a mudança de variáveis z = w?, e mostre diretamente que as derivadas normais 
de H ao longo das imagens u = 0 e y = 0 da reta y = 0 também se anulam. 
3. A derivada normal da função harmônica 


H = 2y 9 cos y 


é constante, OH/0y = 2, ao longo da reta y = 0, Soba mudança de variáveis z = w, mostre * 


que a derivada normal não é constante ao longo das imagens dessa reta; dH/du = 4v 
sobre u = 0 e dH/0v = 4u sobre v = 0, 


4. Seja H uma função harmônica num domínio simplesmente conexo D do plano-xp. Então 
existe uma função G tal que H + iG é função analítica de z em D (Sec. 78). Mostre que as 
derivadas parciais de H, de todas as ordens, são funções contínuas de x e y em D. 

5. Seja H uma solução de um problema de Neumann (Sec. 80). Mostre por que H + c também 
é uma solução desse problema, onde c é uma constante qualquer, 

6. Por derivação parcial sob uma mudança de variáveis mostre que 


2 
, 


dw 
de 


H OH (01H, ƏH 
dx? Y dy Adu? dv? 


onde w = u + iv é uma função analítica de z = x + ¿y e dw/dz #0. Note que desta fórmula 
para a transformação do laplaciano decorre que uma função harmônica H permanece 
harmônica sob a mudança de variáveis. 

7. Seja p uma função de x e y satisfazendo à equação de Poisson 


"num domínio Dz do plano-xy, onde S é uma função dada, Se Dy é a imagem do domínio 
Dz por uma transformação z = f(w), que é conforme em Dy, mostre que p [x (u, v), y (u, v)} 
satisfaz à equação de Poisson 
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3 a? 
E ee = S[k u, v), y (4, DJ rw 


quando (u, v) está em Dy (ver o exercício 6). 


. (2) Sob a mudança de variáveis descrita no exercício 6, mostre que 


lgrad H(2,y)] = lgraa Hieu), yio) 


dw 
dz | 


(b) Por que o ângulo num ponto do plano-xy entre uma curva C e o vetor grad H é igual 
ao ângulo no ponto imagem do plano-uv entre a imagem S de C e grad H? (e) Se o é 
distáncia ao longo de C e s é distáncia ao longó de 5, use os resultados de (a) e (b) para 
mostrar que a derivada direcional se transforma assim: 

0, 2H _ dH E 


ido “ds | de 


CAPÍTULO 9 


Aplicações de 
Transformações Conformes 


Neste capítulo usaremos transformações conformes para resolver vários pro- 
blemas da física envolvendo equação de Laplace com duas variáveis independentes, 
tais como: problemas de condução de calor, de potencial eletrostático e de escoa- 
mento de fluidos. Como o objetivo da exposição é apenas ilustrar métodos, os 
problemas serão mantidos em nível bastante elementar. 


82. Temperaturas Estacionárias, Seja K a condutividade térmica do material 
num corpo sólido. Entáo o fluxo de calor por condução através de qualquer super- 
fície no interior do sólido é dado por 


(1) =K- 


onde T designa a temperatura e n a distância normal à superfície. O fluxo Pé a 
taxa de escoamento de calor por unidade de tempo por unidade de área. O fluxo é, 
portanto, “medido em unidades tais como calorias por segundo por centímetro 
quadrado. * 

Vamos considerar somente casos em que a temperatura seja uma função de 
X ey, uma vez que o uso de funções analíticas e transformações conformes é limi- 
tado a esses casos, Como a temperatura T não varia com tempo, o escoamento de 
calor se acha num estado estacionário, e como T não varia com a coordenada per- 
pendicular ao plano-xy, o escoamento é bidimensional, paralelo ao plano-xy. 


Supõe-se que nenhuma energia térmica seja criada ou destruída no interior 
do sólido, isto é, que. não haja a presença de fontes ou sorvedouros de calor no 
sólido. Assim, a função temperatura T e suas derivadas primeiras e segundas, são 
contínuas em todos os pontos interiores ao corpo. Esta afirmação e a fórmula (1) 
para o fluxo de calor por condução são postulados para a teoria matemática 
da condução térmica, postulados que também se aplicam em pontos interiores 
onde existe uma distribuição contínua de fontes. ? 
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Consideremos um elemento interior do sólido, elemento que tem a forma 
de um prisma de comprimento unitário perpendicular ao plano-xy, com base re- 
tangular Ax por Ay nesse plano (Fig. 52). A taxa de variação de escoamento de 
calor para a direita através da face esquerda é -K Ay 9Tjôx. Se K é constante, a 
diferença entre essa taxa e a taxa de variação do escoamento através da face direita é 


E X 
(2) -K Ay Ax, 


que é a taxa resultante de perda de ca- 
lor do elemento através dessas duas fa- Y s 
ces. As expressões aqli:sáo aproxima- o 
ções cuja precisão aumenta quando Fio. 52 
Ax e Ay se tornam pequenos. ) 

Analogamente, a taxa resultante de perda através das faces superior e inferior 
do elemento é 


2 
(3) -K Ax DIA, 
a Y 


O calor entra no elemento-ou sai dele somente através dessas quatro faces, e as tem- 
peraturas no interior do elemento são estacionárias. Logo, a soma das resultantes (2) 
e (3) é zero, isto é, f 


r 


7 PT 
4 — += £_ 
(4) ad "Al 


Como Ax e Ay podem ser tomados tão pequenos quanto se queira, temos uma bre- 
ve demonstração de que a função temperatura deve satisfazer à equação de Laplace 
em cada ponto interior do sólido. 

Em vista da equação (4) e da continuidade da função temperatura e das suas 
derivadas parciais, T é uma Junção harmônica de x e Y no domínio representado 
pelo interior do corpo sólido. 
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mente isoláda; ela é. portanto, uma linha de escoamento. 

A função T também pode ser interpretada como a concentração de uma subs- 
tância que se difunde através de um sólido. Neste caso, a constante K é a cons- 
tante de difusão. A discussão e a dedução acima aplicam-se tanto à difusão no es- 
tado estacionário como à condução de calor. 


83, Temperaturas Estacionárias numa Parede. Vamos determinar a fórmula 
para as temperaturas estacionárias T(x, y), numa laje semi-infinita delimitada pelos 
planos x = n/2,x = -n/2, e y = 0, quando as duas primeiras fronteiras são conserva- 
das à temperatura zero e a última em temperatura T = 1 (Fig. 53). A função T(x, y) 
deve ser limitada em todos os pontos des- 


ta região, em particular, quando y tende K 

påra o infinito. Esta condição é natural A D 

se consideramos a laje como limite de 

uma laje de altura finita, cuja fronteira * T=0 T=0 

superior é mantida a uma temperatura 

fixa quando a altura tende para o infi- B c 

nito, . i TF T=1 q” 
O problema é também o de deter- Fio. 53 


minar as temperaturas numa placa tendo 
a forma de uma faixa semi-infinita, onde as faces são perfeitamente isoladas. 
O problema de contorno a ser resolvido aqui pode ser escrito 


T PT 
a aig ean): 
(2) T (-5 ») = r(z >) =0 > 0), 
0) TŒ 0-1 (F<=<3): 


também |7(x, y)! < M, onde M é alguma constante, condição que poderia ser 
substituída pela de que T tenda para zero quando y tende para o infinito. 

Este é um problema de Dirichlet para a faixa semi-infinita. De fato, as con- 
dições de contorno são todas do tipo T = c, tipo que é invariante sob transforma- 
ções conformes (Sec. 81). Não é fácil descobrir uma função analítica cuja parte 
real ou imaginária satisfaça às condições de contorno (2) e (3). Vamos usar, portan- 
to, transformações conformes para obtermos uma região e um problema suficiente- 
mente simples para que uma tal função se torne evidente. 

A transformação z’ = senz transforma a faixa no semi-plano superior do 
plano-z', como indicado na figura 9 do Apêndice 2. A imagem da base da faixa é 
o segmento do eixo-x' entre os pontosz'=-l e z'= 1, e as imagens dos lados são as 
partes restantes do ejxo-x” (Fig. 54). Vemos na figura 19, Apéndice 2, que este 
semiplano é transformado na faixa infinita entre as retas v = 0 e v = 7 pela trans- 
formação É ` 


(6) T= En arctg ( 2» 
. T 
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E EE UA A 
w= Log EN elot i(0, -0,) 
(0<0,<",0<0,<m). 


Como indica x 
PR a nas figuras 54 e 55, o segmento do eixo-x' entre 2'=-] ez'=1é 
mado na parte superior da faixa, e o resto do eixo na parte inferio 

Tr. 


Lo) 
T=0 B mT] 


Fia. 54. z' = sen z. 


` T=0 


2-1 


Fia. 55. w = Log ¿FT 


Uma função harmônica de u e », 
yz A aa A oito 
O da faixa e é igual à unidade no lado y = 7, é claramente - ` 


> 


(4) Te 
7 


pois esta é a parte imaginária da fun Íti l 
parte ção analítica f(w) = wjr. 
coordenadas x’ e y’ por meio da transformação p de cai 


(s) w= Eó l = +iag Ed 
8 7 1 Log +1 iag => To 
vemos que 


de z — 1+ iy" nl 124 y?—-1 +9 
(EZ = arg |, 


ou = 4 RE jim f 
V= arctg e + y == 1) 


onde a função arcotangente toma os valores de O a r. pois 
> 


2-1 
TFT 9-0, 


ar; — 
E 


e os ângulos aqui são os indicados na figura 54. 


A fungáo T dada por (4) fica, portanto, 


limitada na faixa, tal que se anula no tado > 


w 
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A função usada na transformação (5) é analítica no semiplano superior y” > 0. 
Como a função (4) é harmônica na faixa, a função (6) deve ser uma função har- 
mónica no semiplano y”> 0. As condições de contorno para as duas funções de- 
vem ser as mesmas sobre as partes correspondentes das fronteiras. Pode-se verificar 
diretamente que a função (6) satisfaz à equação de Laplace e tende para os valores 
indicados na figura 54, quando o ponto se aproxima do eixo-x” por valores 
superiores. 

A função representa as temperaturas estacionárias na placa semi-infinita y" > O 
com uma parte (-1 <x'< 1) da sua fronteira y’ = O mantida à temperatura T=1 e 
o resto à temperatura zero. As isotermas T=c(0<c< 1)são os círculos 


com seus centros sobre o eixo-»” e passando pelos pontos (+ 1, 0). 
Vamos determinar agora a solução do problema original, representado pelas 


condições (1) a (3). Sob a transformação 
(7) Z’ = senz, 
a mudança de variáveis pode ser escrita 
x’ = sen x cosh y, y’= cosx shy, 
e a função harmônica (6) resulta 


qual ie 2 cosx shy 
“7 8 (sen? x ch? y ico x sh? y- I) 


O denominador aqui reduz-se a sh? y - cos? x, e a fração pode ser escrita 
q É > Pp 


2cosxshy __2 cos x/sh y 
sh? y - cos? x ` 1- (cos x/sh y)? 


= tg 2a, 


onde tg a = cos x/sh y. A nossa fórmula para T, portanto, fica 


2 cosx 

(8) R T= T arctg (GE X 
A função arco tangente em (8) toma os valores de O a 7/2, sendo seu argumento 
não negativo. > 

Como senz é analítica, a transformação (7) faz com que a função (8) seja 
harmônica na faixa -n/2 < x < 1/2, y >0, em que o semiplano é transformado, e 
satisfaga às condições de contorno (2) e (3). Além do mais, | T(x, y)| S 1 em toda 
a faixa. Logo, a fórmula (8) é a fórmula de temperatura procurada. 
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As isotermas T = c são as curvas 
? ne 
cosx = tg F shy, 


. Cada uma das quais passa pelos pontos (+ 7/2, 0). Se K é a condutividade térmica, 
o fluxo de calor para a parede através da sua base é É 


-oT 2K 
SR = s e y E 
óy les T COS è ( BIS Es 3) 


e o fluxo para fora através do plano x = 7/2 é 


97 2K 
=k E = — 
z Eloa rshy (y > 0). 


k: 
una fungáo harmónica por uma constante é também fungáo 


T= 2To arctg (CS x 
m 8 sh y 


representa as temperaturas estacionárias na laje aci 
ye acima, quando a base é mantida à 
temperatura To e os lados à temperatura zero. 
o problema de contorno dado pelas condições (1) a (3), também pode ser 
resolvido com o auxílio de séries de Fourier. Esse método é mais direto, dando a 
solução, porém, na forma de uma série infinita, * 


(0) produto de 
harmônica. A função 


84. Temperaturas A 
a p num, Quadrante com Parte de Uma Fronteira Isolada. 
a eterminar as temperaturas estacionárias numa placa com a forma de um 
qua Pa Se um segmento no fim de uma margem é isolado, se o resto dessa mar- 
gem é mantido a uma temperatura fixa, e se a segunda margem é mantida a uma 


outra temperatura fixa. As faces são isoladas ue o problema é bi- 
tra t t f f adas de modo 
pi q pr m: bi 


Y 
D d a 
Teo -  T=0 T=1 
cl E ao 
Ta E 4 
Fra. 56 Fio. 57 
A er 


1 É 

BEd por exemplo, o livro do autor “Fourier Series and Boundary Value Problems,” 
, p. 116, 1941, Também, um pequeno tratamento da unicidade d: à 

de contorno será encontrado no cap. 7 do mesmo livro. 


* probls, 8 e 
as soluções de problemas 


a 
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A escala de temperatura e a unidade dé comprimento podem ser escolhidas 
de tal modo que o problema de contorno na função temperatura T resulte 


ST r 


(1) ç ai tap oo (2 > 0, y > 0); 
ƏT : ; 
(2) z] =0 (0 <z <1); 
(3) T(x,0) = 1 (x > 1); 
T(0,y) = 0 (y > 0), 


onde T(x, y) é limitada para todos os x e Y positivos. A placa e as condições de 
contorno são indicadas na figura 56. 

As condições (2) prescrevem o valor da derivada normal da função T sobre 
uma parte de uma linha de fronteira, e o valor da própria função sobre o resto dessa 
linha. O método de Fourier acima mencionado, que exigiria o emprego de uma in- 
tegral de Fourier neste caso, não é adaptável a problemas com tipos diferentes de 
condições sobre uma mesma linha de fronteira. 

De acordo com a figura 10 do Apêndice 2, a transformação 


(4) Z = sen w 


leva o quadrante x > 0, y Z 0 na faixa 0 S u S 7/2, v 20.0 segmento isolado 
do, eixo-x é transformado na base da faixa e o resto da fronteira nos lados da faixa, 
como mostra a figura 57. As condições de contorno correspondentes para a função 
T de u e v são indicadas na mesma figura. A função limitada T aqui é obviamente 


(5) T=-fu=a(žv) 


pois esta é uma função harmônica de u e v tal que T= 0, quando u = 0, T= | quan- 
do u = 7/2; também ôT/ðv = 0 em todos os pontos, ao longo do eixo-4 em particu- 
lar. A função temperatura procurada para o quadrante é obtida escrevendo-se T 


em termos de x e y. 
A fim de obtermos u em termos de x e y, notemos primeiro, de acordo 


com (4), que 


(6) * = senu chy, y= cosu shy; 
portanto, 

El y? 
0 y sen? u ` cos? u l; 
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nos pontos € 1,0) e com eixo transverso de comprimento 2 sen u. A diferenga de 
Suas distâncias dos focos é portanto 2 sen y, 


VE + ty? > VA- 1 +y? =2 senu, 


De acordo com: a fórmula (5), a função temperatura procurada é 


(8) aê arcsen AVE TIT - VEA, 


; s mga 
onde a função arco stno toma os valores de O a 7/2, campo de variação de u. Se 
quisermos verificar que esta função satisfaz às condições de contorno (2), devere- 
mos lembrar-nos de que as raízes quadradas aqui são positivas, de modo que 


VC -1) significa x - 1 quando x>1el-x quando x < 1, 
f Pode-se ver de (5) que as isotermas T = € sáo as partes das hipérboles con. 
focais (7), onde u = 1c/2, as quais se situam no primeiro quadrante. As linhas de 


Tx, 0) = 2 arcsen x. 
t3 q 


EXERCÍCIOS 


1 Para a condução de calor na placa semi-infinita indicada na figura 54, note a conjugada har- 
Mónica da função temperatura Tœ, y’) a partir da equação ($), Sec. 83, e determine as 
linhas e escoamento de calor. Mostre que essas linhas consistem da semi-reta Superior do 
etxo-y’ e dos semicírculos Superiores de alguns círculos, que ficam num dos lados do eixo”, 
com centros no segmento A'B’ ou CD' do eixo! a E 

2. Na Ausência da exigência de que a função T na secção 83 fosse limitada mostre que a função 
harmônica (4) dessa secção poderia ser substituída pela função harmônica : 


3. Suponha que a condição ITC, y) <M fosse omitida do problema de contorno de tempera- 
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dan isca o y 
5 E ó a a as temperaturas estacionárias limitadas nu 
A função Logz para obter uma fórmula para as t} A 
g Reole ori a forma de um quadrante x 20, y 20, se suas faces planas são pa a 
isoludas e suas margens são mantidas às temperaturas T(x, 0) = 0 e T(0, y) = ig. 58). 
Determine as isotermas e linhas de escoamento e desenhe algumas delas. HA =o 
Resp. T = (2/7) arctg (p/x). 
T=1 
E x 
ze T u 
“4 a 
al Fra, 62 Fia. 63 
$ 9. Deduzá uma fórmula para as temperaturas T(r, 0) num semidisco r & 1,0380 San com 
T=0 faces planas isoladas, se T= 1 a0 longo da margem radial 0 = 0e 7 =0 no resto da fron- 
Fra, 58 Fra, 59 teira, (Este problema pode ser transformado no problema do exercício 8.) Verifique que 


sua função satisfaz a todas as três condições de contorno. $ 

10. Aplique a transforináção w = iz ao problema sobre temperaturas num quadrante resolvido 
na secção 84 (Fig. 6). Enuncie o novo problema sobre temperaturas num quadrante 
do plano-uy e escreva a fórmula de temperatura (veja a figura 63). Use, a seguir, a trans- 
formação w = senz’ nesse novo problema e enuncic o problema resultante sobre tem- 
peraturas numa faixa semi-infinita no plano-z’, 

il, A parte x <0 de cada um dos dois planos 
de fronteira de uma laje infinita 0 < y ST 
é termicamente isolada. Sobre as partos 
x> 0 mantêm-se as condições T(x, 0) = 1 
e T(x, T) = 0. (Fig. 64). Determine as tem- 
Peraturas estacionárias T(x, y) na laje. (Este 
problema pode ser transformado no proble- Fic. 64 
ma do exercicio 6,) 

12. Na secção 54 e no exercício 11, Sec. 35, mostrou-se que uma função u que é harmônica num 
domínio D, deve tomar seus valores máximo e mínimo na fronteira de D, e nunca num pon- 
to interior, Interpretando ud) como "temperatura estacionária, dê uma razão física pe- 
la qual essa Propriedade de máximo e mínimo deve ser verdadeira, 


5. Determine as temperaturas estacionárias num sólido na forma de uma cunha longa e 
i =T são mantidos às temperaturas constantes 


cilíndrica se os planos de fronteira 0 = 0 e 0 i u s? ator s 
a O e To, respectivamente, e se sua superfície 7 = to é perfeitamente isolada (Fig. 59). 
Resp. T = (To/0p) arctg (y/x). CS ` 
6. Determine as temperaturas estacionárias limitadas T(x, y) no sólido ross SN 
se T'= 0 sobre a parte x <-1 da fronteira e T= 1 sobre a parte x> 1, e se a faixa -1 <x 


da fronteira é isolada (Fig. 60). 


Resp. T= +2 arcsen 4 [Ve +12 +? -Va D +?) 


T=0 * T= 
Fic. 60 Fra. 61 

7. Determine as temperaturas estacionárias limitadas num quadrante quando as planos de 

fronteira são mantidos a temperaturas fixas, exceto para faixas isoladas de igual largura 


no canto, como mostra a figura 61. 


1,1 1 "Dia 
Resp. T = 7 + arcsen y [ Gy +) y 
Ei T 
- Vo- -1 +4x?y? ] (E Saeson s <37) 


8. Resolva o seguinte problema de Dirichlet para a faixa semi-infinita (Fig. 62): 


9H, PH _ 0 (o << A y> 0): regido livre de Cargas elétricas, satisfaz, como se pode mostrar, à equação de 
dx * 9% Laplace na Tegião tridimensional 


Quando as condições são tais que o potencial Y é o mesmo em todos os pla- 
nos paralelos ao planoxy, então, em regiões livres de cargas, Y é uma fungáo 
harmónica das duas variáveis x e y a 


= Ss £1, 
HO =1 H (zv) =0 H(0)=0 0S Hey) s 


2 tgh y 
Resp. H = ete (22). 


“x 
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ay ¿YY 
dx? * ay? 


=0. 


A intensidade do campo elétrico em cada ponto é então um vetor paralelo ao plano- 
"Xy com componentes -9V/dx, e -3V/ðy paralelos aos eixos de coordenadas. Assim, 
a intensidade do campo elétrico é representada por um vetor que é o oposto do 
gradiente de V. 

Uma superfície sobre a qual V é cónstante, é uma superfície equipotencial. 
A forga tangente a uma superfície condutora é zero no caso estático, pois as Cargas 
se movem livremente sobre tal superfície sob a ação da força elétrica. Assim, Y é 
constante sobre a superfície de um condutor e essa superfície é equipotencial. 

Se U(x, y) é uma conjugada harmônica de V(x, y), as curvas U = c no plano- 
xy são chamadas linhas de fluxo. Estas curvas são ortogonais às superfícies ou cur- 
vas equipotenciais. A intensidade de campo elétrico tem a direção da linha de fluxo 
em cada ponto, à 

Como no caso de temperaturas estacionárias, os métodos de variáveis comple- 
xas são limitados a problemas no potencial bidimensional V(x, y), chamado ás ve- 
zes de potencial logarítmico. Tais problemas podem originar-se de uma distribuição 
de cargas que é uniforme ao longo de toda reta perpendicular ao plano-x. A força 
elétrica num ponto devida a uma só reta uniformemente carregada é, como se pode 
ver, inversamente proporcional à primeira potência da distância do ponto à reta. 

Problemas de contorno do potencial V são os mesmos problemas matemáticos 
que os de temperaturas estacionárias T. De fato, a temperatura é o potencial para o 
escoamento de calor por condução. 

O problema na secção 83 (Fig. 53), por exemplo, pode ser visto como o de 
determinar o potencial eletrostático bidimensional no espaço vazio limitado pelos 
planos condutores x = t 7/2 e y = O, isolados nas suas intersecções, quando os pla- 
nos nos lados são mantidos ao potencial zero e a base ao potencial V= 1. Problemas 
deste tipo aparecem na eletrónica. Se a carga espacial no interior de um tubo de 
vácuo é pequena, o espaço é às vezes considerado como sendo livre de cargas, por 
aproximação; pode-se, então, admitir que o potencial satisfaça à equação de 
Laplace. 


O potencial no escoamento estacionário de eletricidade numa chapa plana 
condutora também é uma função harmônica nos pontos livres de fontes e sorvedou- 
ros, Potencial magnético e potencial gravitacional são outros exemplos de funções 
harmônicas na física. 


86. Potencial num Espaço Cilíndrico. Um cilindro circular longo é feito de 
uma chapa delgada de material condutor, e o cilíndro é dividido ao longo de suas 
geratrizes em duas partes iguais. Essas partes são separadas por faixas estreitas de 
material isolante e usadas como eletrodos, um dos quais é ligado à terra e o outro 
mantido a um-certo potencial fixo. Tomamos os eixos de coordenadas, as unidades 
de comprimento e a diferença de potencial tais como indicados na figura 65. O po- 
tencial eletrostático V(x, y) sobre qualquer secção transversal do espaço envolto, 


Ee 
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que é distante das extremidades do cilindro, é uma fungáo harmónica no interior do 


círculo x? + y? = 1; também V = O sob icít 
culo = Té O semicírculo superio, = 
Pp perior e V= 1 sobre 


(1) fedor 


portanto, 
6) V= Larctg ESO 
7 u 


A equação (1) pode ser escrita na forma 


(49 dbz 


donde se vé que u e v são funções de x € y. A função (3), então, fica 


HI 
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l 1-x? 2) 
(5) Va Lara. 5 > 


onde 0 S arctg č < 7 e portanto 


lim arctgt=0, lim carctgt= 7. 
1>+0 t>-0 


A função (5) é a função potencial para o espaço envolto pelos eletrodos cilín- 
dricos, pois deve ser hamônica no círculo e tomar os valores exigidos sobre os 
semicírculos que são as imagens das semi-retas ġ = 0 e $ = n no plano-w. Uma verifi- 
cação direta de todas as condições a partir da fórmula (5) não é difícil. 

` Os equipotenciais V = c na região circular são arcos dos círculos 


x? +y? + tgre= 1, 


cada um dos quais passa pelos pontos (+ 1,0). Também, o segmento do eixo-x 
entre esses pontos é o equipotencial V = 1/2. A conjugada harmônica U de Y 
é (1/m) Log p, em vista da fórmula (2). De acordo com a equação (4), 


1 lt -zl 
U = 7 Log EIN 
Desta equação pode-se ver que as linhas de fluxo U = c são arcos de círculos com 
centros sobre o eixo-x. O segmento do eixo-y entre os eletrodos também é uma 
linha de fluxo. 


EXERCÍCIOS 


1, A função harmônica (3) da secção 86 é limitada no semi-plano , zo e satisfaz as condições 
de contorno indicadas na figura 66. Mostre que se a parte imaginária de Ae é adicionada 
a essa função, onde Æ é uma constante real qualquer, a função resultante satisfaz a todas 
as condições, exceto a de limitação. Mostre também que a função resultante se transforma, 
sob a equação (4), Sec. 86, numa função de x e y que não é limitada numa vizinhança 
do ponto z = -1, ponto sobre o círculo na figura 65 onde V é descontínua. si 

2. Mostre que a transformação (1) da secção 86 transforma o semidisco da região circular ilus- 
trada na figura 65 no primeiro quadrante do plano-w eo 
diámetro CE no eixo» positivo. Determine, então, o po- 
tencial eletrostático V no espaço delimitado pela parte 
superior do cilindro x +y? = 1 e pelo plano y = 0, quan- =0 
do V = O sobre a superfície cilíndrica e V = 1 sobre a su- 
perfície plana (Fig. 67). 


2 Toa? ay? =1 1 
Resp. V =% arctg (= : Fra. 67 


4. Note que todos os ramos de log z tem a mesma 
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3. Determine o potencial eletrostático Vír, 8) no espaço delimitado pelos semiplanos 9 = Qe 
9 = 7/4 e pela porção 0 < 0 <r/4 da superfície cilíndrica r = 1, quando Y = 1 sobre as 
fronteiras planas e F = 0 sobre a fronteira cilíndrica (ver o exercício 2). Verifique que sua 
função satisfaz às condições de contorno. 7 

parte real, que é harmônica em todos os 

pontos, exceto na origem. Escreva, então, uma fórmula para o potencial eletrostático 

F(x, y) no espaço entre duas superfícies cilíndricas condutoras x? +y slex +y? = Ê 

se V = 0 sobre a primeira superfície e V = 1 sobre a segunda. 


- 2442 
Resp. V= Log (e tyn 
2 Logro 


condutor y = 0, uma faixa (a < x <a) do qual é isolada do resto e mantida ao potencial 
Vad, enquanto, que, Y = O sobre o resto, como indica a figura 68. Verifique que sua Função 
satisfaz ás condigóeÑ de contorno, 


1 2a; 
Resp. V= x so 2) (0 S arctg t Sm). 


y 


Y0 O v= Ya V=001 "1 P=0 
Fra. 68 Fia. 69 


6. Deduza uma fórmula para o potencial eletrostático no espaço ilustrado na figura 69, deti- 


so 


+ Determine o potencial Y no espaço entre os 


mitada abaixo por dois semiplanos e metade de um cilíndro, se Y = 1 sobre o cilindro e 
Y = 0 sobre os planos, Esboce algumas das linhas equipotenciais, 


sa 2y 
Resp. V = T aes ty? E ) 


planos y =0e y =Tse V=0 sobre a parte 
x> 0 de cada um dos Planos e Y = 1 sobre 
as partes x < O (Fig. 70). Verifique sen re- 
sultado quanto ás condições de contorno, 


Fira. 70 


1 sèn y 
Resp. V= g acte E z) (0 S arctg t Sn. 


. Deduza uma fórmula para o potencial eletrostático Y no espaço interior a um cilindro 


longo 7 = 1 se Y = O sobre o quadrante 0 <8<7/2 da superficie cilíndrica, e V = 1 sobre o 
resto (1/2 <0 <7/2) dessa superfície (ver a figura 21 e o exercício 12, Sec. 35). Mostre que 

F = 3/4 sobre o eixo do cilindro. Verifique seu resultado quanto às condições de contorno. 
Determine as temperaturas estacionárias T numa placa da forma de um segmento de círculo ` 
{região ABCE na figura 20, Apêndice 2) com suas faces isoladas, quando T = O sobre a mar- 
gem circular ABC e T =1 sobre a base DEF. Verifique se sua fórmula está de acordo com 
„condições de contorno. 


F 
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10, O problema de Dirichlet 


vr, vv 
Er =0 (0<x<a 0<y <b) 


V(0,y) = V(a, y) =V(x,0)=0,  V(x,b)=1 


para V(x, y) num retángulo (Fig. 71) pode ser resolvido com o auxilio das séries de Fourier 
para função seno.! A solução é 
o 
Vo O an PE (man). 
E r m sh. (mrb/a) a 
n=1 


Aceitando esta fórmula como correta, determine o potencial V'(7,9) no espaço 1 Sr <rg 5 
0 <0 <T, se V = 1 sobre a fronteira 0 =ne Y = O sobre o resto da fronteira (Fig. 72). 


y 


P 
V=0 


vip VEL 


V=0 =0 


V=0" 4 V= va 
$ “ Fa 71 Fra. 72 


4 Y ish NO sen(N Log r) [r = Se] 
Rep Yo T X sh Nr 2ni $ Log ro 
n=1 
11. Com o auxílio da fórmula para V(x, y) num retângulo , dada no exercício 10, determine 
a função potencial V(r, 0) para a região 1 £ 7 S řo, 0 S0 LT, se V = 1 sobre a frontei- 
Ia r = ro e V = 0 sobre o resto da fronteira (Fig. 73). 


4 q Le sen mô 
V = (E TO = 2n — 1). 
Resp. ) E Too (m n ) 


nal 


“V=0 V=0 
Fra. 73 


12. Uma placa com faces isoladas tem a forma da semi-elipse ilustrada na figura 11 do Apên- 
dice 2. A temperatura da parte elíptica da sua fronteira é T = 1; T = sobre o segmento 
~1 <x <1 da sua base; o resto da base é isolado. Determine as linhas de escoamento de 
calor no estado estacionário. 


Veja o livro do autor “Fourier Series and Boundary Value Problems”, p. 114, 1941, 
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Suponhamos que o vetor que representa a variável complexa 
q =q tig 


designe a velocidade de uma partícula do fluido num ponto qualquer (x, y), de mo- 


- do que as componentes x e » da velocidade têm os valores a(x, y) e q2(x, y). Nos 


a) Ja a(x,y) ds 


é chamado circulação do fluido ao longo de C, Quando a circulação é dividida pelo 
comprimento da curva, o quociente representa uma velocidade média do fluido ao 
longo da curva, 

Suponhamos que C seja um caminho fechado interior a um domínio simples- 
mente conexo, onde q, Q € suas derivadas parciais de primeira ordem são con- 
tínuas. Se x + iy designa pontos de C, o número complexo dx + idy representa um 
vetor tangente a C cujo comprimento é ds. Ora, Qds éo produto dos comprimentos 
dos vetores q e dx + idy pelo cosseno do ângulo entre eles, isto é, qrds é o produto 
escalar desses dois vetores; 


quds = qdx + qua. 


Com o auxílio do teorema de Green, a circulação ao longo de C pode ser escrita 


= dq _ ðq 
0 La de + q dy) = SI, (22 za) dr dy, 


onde R é a região delimitada por C. 

Para uma interpretação física do integrando da última integral, seja C um 
círculo [z -zol = r). A velocidade média vo ao longo de C é entáo determinada 
dividindo-se a circulação por 2mrp, e a velocidade angular média wo do fluido em 


torno do eixo do círculo é Vo/ro; assim, 


E 
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=a 1/00 _ e 
SE dt) go dy. 


O segundo membro representa o valor médio da função 


¿Y da dq 
B waz ER 


sobre a região circular R. Seu limite quando ro tende para zero é o valor de w no 
ponto zo. Logo, a função w(x, y), chamada rotação do fluido, representa o limite 
da velocidade angular de um elemento circular do fluido quando o círculo se con- 
trai para o ponto (x, y). 

Se w = 0 em todos os pontos de um domínio, o escoamento é irrotacional 
nesse domínio. Consideramos somente escoamentos irrotacionais. Admitimos tam- 
bém que o fluido é incompressível e não-viscoso. 

Seja D um domínio simplesmente conexo onde o escoamento é irrotacional, 
Se C é um caminho fechado qualquer em D, segue-se da fórmula (2) que a circula- 
ção ao longo de C é zero, 


fo (a: dz + q. dy) = 0. 


Como conseqiiéncia, se (xy, Yo) é um ponto fixado em D, a equação 
(ru) FF 1 Lo r 
(4) Pao) = Lo lle) de” + qu) dy] 


define uma função do ponto (x, y) em D, que é independente do caminho de inte- 
gração entre os limites, desde que o caminho seja interior a D, pois a integral ao lon- 
go de um caminho C, (Fig. 74) menos a integral ao longo de um outro caminho 
G é a integral ao longo de um caminho fechado C, que deve ser igual a zero. 
Como a integral de linha (4) é in- 
dependente do caminho, segue-se que o 
seu integrando é uma diferencial exata, 
diferencial da função p(x, y). Logo, 


= Do qd, 
(5) n= g’ “a > 


isto é, o vetor q é o gradiente de db, 


09, (36 
(6) 1% ti y” Fra. 74 


e a derivada direcional de $ em qualquer diregáo representa a componente da velo- 
cidade do fluido nessa direção. ` i 
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A função f(x, y) é chamada potencial de velocidade. Segue-se da fórmula (4) 
que p(x, y) varia de uma constante aditiva quando se muda o ponto de referén- 
cia Zo. 

As curvas G(x, y) = c são equipotenciais. Elas são as curvas de nível da 
função ¢. Os vetores velocidade em todos os pontos são normais a essas curvas 
visto que q é o gradiente de $. : 

Exatamente como no caso do escoamento de calor, a condição de continuida- 
de do escoamento estacionário, isto é, a condição de que o fluido incompressível 
entre em, ou deixe, um elemento de volume do domínio somente através das fron- 
teiras do elemento, exige que à satisfaga à equação de Laplace 


s 2 2 
Do. E AO 


num domínio que seja livre de fontes ou sorvedouros do fluido. Em vista das equa- 
ções (5) e da continuidade de 41, Q2 € suas derivadas parciais, as derivadas parciais 
de à até a segunda ordem são contínuas num tal domínio; assim, o potencial de 
velocidade & é uma Junção harmônica no domínio. 


88. A Função Corrente, Se W(x, y) é uma conjugada harmônica da função 
p(x, y), então os vetores velocidade são tangentes às curvas 


0 YO y) =0. 


a 


Estas curvas são chamadas linhás de corrente do escoamento; a função y éa Junção 


corrente. Em particular, uma fronteira através da qual o fluido não pode escoar é 
uma linha de corrente de escoamento para fluidos não viscosos, 
A função analítica 


F) = plx, y) + ipa, y) 


é o potencial complexo do escoamento. Ora, 


pois ġ e y satisfazem às condições de Cauchy-Riemann. Em vista da fórmula (6), 
Sec. 87, segue-se que o conjugado da derivada do potencial complexo é a velocidade, 


(2) l q= Fo). 
O môdulo da velocidade é dado pela fórmula 


6) Igl= IFP’). 


F 
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De acordo com a equação (3), Sec. 78, se $ é harmônica num domínio sim- 
plesmente conexo D, então uma conjugada harmônica, definida em D, de $ pode 


ser escrita 
EMI apley) dez y”) ] 
i 2 aw P dy |. 
day) nel dy + dy 


Em vista das equações (5) da secção 87, então 


(mu) 
[ 


(4) vay) = —ga(z",y) del + gley’) dy. 


(zo.yo) 


O caminho de integração é qualquer contorno C, interior a D, ligando os dois 
pontos (Fig. 74). 

A fórmula (4) nos permite uma interpretação física da função corrente. Como 
O fluido é incompressível, sua densidade é uniforme, e o volume ocupado por qual- 
quer parte tem uma relação constante com a massa nessa parte. O integrando na 
fórmula (4) é o produto escalar dos vetores q e -idz”, onde 


dz’ = dx'+idy' 


também, -idz' é o vetor de comprimento ds obtido pela rotação do vetor tan- 
gente dz’ do ângulo -n/2. O integrando é, portanto, o produto dos comprimentos 
de q e -idz” pelo co-seno do ângulo entre esses vetores, ou ands, onde qn é à com- 
ponente de q normal a C}. Assim, a fórmula (4) pode ser escrita 


(5) Voy) = fo, anta) de. 


Fisicamente, então, W(x, y) representa a taxa de escoamento do fluido através da 
curva C; de (xo, Yo) a (x, y); mais precisamente, ela é a taxa de escoamento, por 
volume, através de um cilindro de altura-unidade situado perpendicularmente ao 
plano-xy sobre a curva Ch. 

Quando o ponto (x, y) está sobre a linha de corrente por (xo, Yo), então 


Yæ, y) = 0. 


Como $ e y são funções harmônicas, as propriedades estabelecidas nas 
secções 80 e 81 sob transformações z = JC(w), onde f é analítica, são válidas para 
essas funções. Assim, elas se transformam em funções harmônicas de u e », as quais 
podem ser interpretadas como potencial de velocidade e função corrente para um 
escoamento na nova região. Uma linha de corrente, ou fronteira natural y = c num 
plano é transformada numa linha de corrente ou fronteira natural y = c no outro. 

Sob nossas hipóteses de escoamento estacionário e irrotacional de fluido com 
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densidade uniforme p, pode-se mostrar que a pressão do fluido p(x, y) satisfaz ao 
seguinte caso particular da equação de Bernoulli? 


(6) Da > Ig? +V = constante, 


Aqui V é a função potencial para qualquer campo de forças, tal como gravidade, 
que atue sobre o fluido, independentemente de seu escoamento. Supomos Y cons- 
tante. hipótese que se verifica em muitos casos. Então a pressão é máxima onde o 
módulo da velocidade lg! é mínimo. 


89, Escoamento ao redor de um Canto. Quando o potencial complexo é a 
função 
(1) F(2) = Az, 
onde A é uma constante real positiva, então 
(2) Py) = Ax, P, y) = Ay. 


As linhas de corrente y = c são as retas horizontais y = c/A, e a velocidade do fluido 
é o vetor 


-q=F()=4. 
Ez 


Aqui o ponto (xo, Yo) onde Y = O é qualquer ponto sobre o eixo-x. Se tal 
ponto é a origem, então y(x, y) é a taxa de escoamento através de um caminho 
traçado da origem ao ponto (x, y) (Fig. 75). O escoamento é um escoamento 
uniforme para a direita, Pode ser interpretado como escoamento uniforme no 


v 


. u 
Fig. 75 Fio, 76 


semiplano superior limitado pelo eixo-x, ou como escoamento uniforme entre 
duas retas paralelas y = y, e y = ya, 

Para determinar o escoamento num quadrante 4:20, y 2 0, observamos que 
a fronteira é transformada em todo o eixox pela transformação 


(€ 


Veja, por exemplo, H. Lamb, “Hydrodynamics”, Pp. 21ff., 1945; ou A.M. Kuethe e J.D, She- 
tzer, “Foundations of Aerodynamics”, p. 55, 1959. s 
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(3) z=w =u? -v2 +2uvi, 


` 
e o quadrante é levado no semiplano superior do planoxy. A função corrente 
Y = Ay para ò escoamento no semiplano transforma-se na função corrente para 


(4) Y = 24uw 


o escoamento no quadrante. Isto é, esta função y deve ser harmônica no qua- . 


drante e reduzir-se a zero sobre as fronteiras. 
As linhas de corrente Y = € no quadrante são ramos das hipérboles retangula- 
res (Fig. 76) i 


2Auv = ¢ 


O potencial complexo é a função F = Aw?, e a velocidade do fluido é 


O módulo 
lql = 2A Yu? +y? 


é diretamente proporcional à distância da partícula à origem. O valor da função 
corrente (4) pode ser interpretado aqui como a taxa de escoamento através de um 
segmento retilíneo, que se estende da origem ao ponto (u, »). 

Em tais problemas é mais simples escrever primeiro o potencial complexo 
como função da variável complexa na nova região. A função corrente e a velocidade 
podem então ser obtidas a partir dessa função potencial. 

A função y caracteriza um escoamento definido na região. A questão da uni- 
cidade, se existe uma única função correspondente a uma dada regido a menos de 
um fator constante ou de uma constante aditiva, náo pode ser examinada adequa- 
damente aqui. Em alguns dos exemplos que seguem, nos quais a velocidade é uni- 
forme e sem obstrução, ou no capítulo 10, onde estão em jogo fontes e sorvedou- 
ros, a situação física indica que o escoamento é determinado de modo único pelas 
condições dadas no problema. 

Pode-se notar que uma função harmônica nem sempre é determinada de mo- 
do único, mesmo a menos de um fator constante, pelos valores prescritos sobre a 
fronteira de uma região. Observamos acima, por exemplo, que y = Ay é harmônica 
no semiplano y = O e se anula sobre a fronteira. A função y, = Be* sen y também 
satisfaz a essas condições. A linha de corrente Y, = 0, entretanto, consiste não só da 
reta y = O como também das retas y = nr, interiores à região. Aqui a função 
F, = Bë é o potencial complexo para o escoamento na faixa entre as retas y = 0 e 
Y =v, cujas fronteiras fazem ambas parte da linha de corrente y, = 0; o fluido escoa 
para à direita ao longo da fronteira inferior e para a esquerda ao longo da superior, 
se B>0, 
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90. Escoamento ao redor de um Cilindro. Suponhamos que um longo cilin- 
dro circular de raio unitário se situe num grande corpo de fluido, escoando com 
uma velocidade uniforme, com seu eixo perpendicular à direção de escoamento. Pa- 
ra determinar o escoamento estacionário ao redor do cilindro, podemos represen- 
tálo pelo círculo x? + y? = 1 e supor que o escoamento suficientemente distante do 
círculo seja paralelo ao eixo-x (Fig. 77). A simetria mostra que a parte do eixo-x ex- 
terior ao círculo pode ser tratada como fronteira, de modo que precisamos conside- 
rar somente a parte superior da figura como região de escoamento. 

A fronteira desta região de escoa- i 
mento, consistindo do semicírculo supe- i == 
rior e das duas partes do eixo-x, é trans- 


qn AR 
formada em todo o eixo-u pela transfor- ZAR 
magáo hi > > E 


1 
(1). w=z+ 75 Fic. 77 


A região é transformada no' semiplano » = O (Fig. 17, Apéndice 2). O potencial 
complexo para um escoamento uniforme no semiplano é 


F = Aw, 


onde A é uma constante real. Logo, o potencial complexo para a região ao redor 
do círculo é 


o Py o 
0 pu E r=a(2+2) 


A velocidade 
6 a=a (1-4 
. é 5 2 


tende para 4 quando |z| cresce; isto é, o escoamento é quase uniforme e paralelo ao 
eixo-x em pontos distantes do círculo. Este resultado também decorre do fato de 
que a derivada da função transformadora (1) tende para a unidade quando |z| 
cresce, e, portanto, direções e comprimentos são apenas ligeiramente alterados pe- 
la transformação em pontos distantes da origem z = O (Secs. 75 e 76). 

Da fórmula (3) vemos que q(Z) = qŒ); logo a fórmula também representa 
velocidades de escoamento na região inferior, com o semicírculo inferior como 
uma linha de corrente. 

De acordo com a fórmula para F, à função corrente é, em coordenadas 
polares. 


(4 Yy=A ( E) sen 8. 


a 


vu 
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Á (r-Ł)seno =e 
: r 


são simétricas em relação ao eixo-y e têm assíntotas paralelas ao eixo-x. Note que 
quando c = O a linha de corrente consiste do círculo e eixa-x. 


As linhas de corrente 


EXERCÍCIOS! 


1. Diga por que as componentes da velocidade podem ser obtidas a partir da função corrente 
pelas fórmulas É 


2. Num ponto interior de uma regido de escoamento sob as condições que impusemos, a pres- 
são do fluido não pode ser menor do que a pressão em qualquer outro ponto numa vizi- 
nhança desse ponto. Justifique esta afirmação com o auxílio das afirmações feitas nas 
secções 54 e 88, 

3. Para o escoamento ao redor de um canto descrito na secção 89, em que ponto da região 
x 20, y 20 pressão do fluido é máxima? 

4. Mostre que o módulo da velocidade do fluido nos pontos da superfície, cilíndrica na secgáo 

90 é 214 sen 8] e que a pressão do fluido sobre o cilindro é máxima nos pontos z = Ł ] e 

mínima no topo e no fundo do cilindro. 

Escreva o potencial complexo para o escoamento ao redor de um cilindro 7 = rọ quando a 

velocidade q tende para uma constante real 4 na medida em que o ponto se afasta do 

cilindro. : 


a 


6. Obtenha a função corrente Y = A sen40 para um escoamento na região angular 
0 S0< 7/4 (Fig. 78), e trace uma ou duas das linhas de corrente interiores à região. 
P 
I 
y i 
1 
I 
l . 
-7 zo 
x 2 2 
Fira. 78 Fic. 79 


7. Obtenha o potencial complexo F = A senz para um escoamento no interior da região semi- 
infinita -1/2 $x S7/2;y >0 (Fig. 79). Escreva as equações das linhas de corrente. 

8. Se o potencial de velocidade é ġ = A Logr, onde A >O, para um escoamento na região 
r = fo, mostre que as linhas de corrente são os raios 8 = c (rZr0)e que a taxa de escoamen- 
to para fora através de cada círculo completo em torno da origem é 277A, correspondente a 
uma fonte dessa força na origem. 


Outros problemas sobre escoamento de fluido são apresentados no capítulo 10. 
Para outros exemplos e problemas veja, por exemplo, L.M. Milne-Thomson, “Theoretical 
Hydrodynamics”. E 
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9. Obtenha o potencial complexo F = A? +27?) para um escoamento na região + > 1, 
0<0< 7/2. Escreva fórmulas para q e Y. Observe como o módulo |g] varia ao longo da 
fronteira da região, e verifique que Y = 0 sobre a fronteira. 

10. Se o escoamento a uma distância infinita do cilindro de raio unitário na secção 90 é unifor- 
me numa direção, fazendo um ángulo & com o eixo-x, isto é, se 


lim q = A exp (io) (4> 0). 
fel o 
determine o potencial complexo. 
Resp. F = Alz exp(-i0) +27! exp(i0)]. 
11. A transformação z = w+ 1/w leva o círculo |w] = 1 no segmento entre os pontos z = 2e 


Zz = -2 co domínio exterior ao círculo no rèsto do plano-z (ver os exercicios 13 e 14, 
Sec, 41). Escreva 


A 2-2 = rm exp(0,),  2+2=rexp(0), 
$ ! e 
5 e? -47 = Vn Va exp exp a> 


(0£0,<2x, 0S 0,<2m; 
então a função (2?- 4)'? é univalente e analítica em todos os pontos, exceto no corte de 
ramd, consistindo do segmento do eixo-x entre os pontos z = +2, Mostre que a inversa da 
transformação z = w + 1/w tal que |w|>1 para todo z não pertencente ao corte de ramo 
pode ser escrita 


1 it 2 
pac vi ap a 


Assim, a transformação e essa inversa estabelecem uma correspondência biunívoca entre 
os pontos nos dois domínios 
12. Com o auxílio dos resultados obtidos nos exercícios 10 e 11, deduza a fórmula 


L 
F(2) = Alz cosa- ¡(2?- 432 sen a] 


para o potencial complexo para o escoamento estacionário em volta de uma placa longa 
de largura 4, cuja secção transversal é o segmento reto entre os dois pontos z = £ 2 na figura 
80. quando a velocidade do fluido a uma distância infinita da Placa é A exp(ia). O ramo 
(22 - 4912 é o do exercício 11, e 4>0. 


Fic. 80 


13. Se sen œ 0 no exercício 12, mostre que o módulo da velocidade do fluido ao longo do 
segmento é infinito nas extremidades z = +2 e igual a À [cos al no ponto médio. 


ET 
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14, 


15. 


16. 


Para simplificar, suponha 0 <a <7/2, no exercício 12. Mostre, então, que a velocidade do 
fluido ao longo do ládo superior do segmento representando a placa na figura 80 é zero no 
ponto x = 2 cosa e que a velocidade ao longo do lado inferior do segmento é zero no 
ponto x = -2 cosa. X 

Um círculo com centro num ponto xy do eixo-x, onde O < xy < 1, passando pelo ponto 
z = -1 é sujeito à transtormação w =Z + 1/z. Os pontos z = exp(i8) podem .ser transforma- 


dos geometricamente somando-se o vetor r! exp(-i0) ao vetor z. Indique, transformando - 


alguns pontos, que a imagem do círculo é um perfil do tipo ilustrado na figura 80 e que 
pontos exteriores ao circulo se transformam em pontos exteriores ao perfil. Este é um 
caso especial do perfil de um aerofólio de Joukowski. (Veja também os exercícios 16 
e 17 abaixo.) 


Fic. 81 


(a) Mostre que a transformação do círculo no exercício 15 é conforme, exceto no pon» 
toz=-1 (b) Os números complexos 


t= lim de » T= lim ELA 
4250 |Azl az»0 |Awl 


representam vetores tangentes unitários a uma curva orientada em-z = -1 e à sua imagem 
sob a transformação w = z + 1/z, Mostre que T= -t? e, portanto, que o perfil de Joukowski 
acima tem um ponto de reversão no ponto w = -2, e que o ângulo entre as tangentes 
aí é zero. ` 


. Dá-se a inversa da transformação w =z + 1/z usada no exercício 15, permutando-se w e z 


no exercício 11. Determine o potencial complexo para o escoamento ao redor do aerofólio 
introduzido no exercício 15, quando a velocidade q do fluido a uma distância infinita da 
origem é A, onde a constante A é real. 


| Observe que. sob a transformação 
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- ambas as partes positiva e negativa da reta y = TTsáo transformadas na semi-reta v = 7, u £-1. 


Analogamente, y = -7 é transformada em v = 7,u £-1 e a faixa TE y ST no plano-w. 

Note também que a mudança de direções, arg (dw/dz), sob esta tranformação tende para 

zero quando-x >--co, Mostre que as linhas de corrente de um fluido que se escon através : 
do canal aberto formado pelas semi-retas no plano-w (Fig. 82), são as imagens das retas 

y = c na faixa. Estas linhas de corrente também representam os equipotenciais do campo 

eletrostático na proximidade da borda de um capacitor de placas paralelas. 


CAPÍTULO 10 


A Transformacáo 
de Schwarz-Christoffel 


91. Transformação do Eixo Real num Polígono. Representamos o vetor 
tangente unitário a um arco suave e orientado C num ponto zo pelo número 
complexo £. Seja r o número que designa o vetor tangente unitário no ponto 
correspondente wo da imagem S de C sob uma transformação w = f(z), onde f é 
analítica em zo e f'(zp) + O. Na secção 75 vimos que 


(1) arg 7 = arg t + arg f’(zo). 


Em particular, se C é um segmento do eixo-x com sentido positivo, da esquer- 
“da para a direita, então em cada um dos seus pontos Zo =x tem-se que t=1e 
arg t = 0, e a fórmula (1) reduz-se a 


(2). ag T = arg f(x). 


Se f'(2) tem argumento constante ao longo desse segmento, segue-se que arg r é 
constante; isto é, a imagem S desse segmento também é um segmento de reta. 

Vamos agora construir uma transformação w = f(z) que leve todo o eixo-x 
num polígono de n lados, onde Ab %X2,:...,Xn. 18 Z = são os pontos do 
eixo cujas imagens serão os vértices do polígono e onde . 


AS <..<L Xp. 
Os vértices são os pontos w=f0)G=1,2,....,n-1)e Wn = foo). A função f 
deve ser tal que arg f'(z) dé um salto de um valor constante para outro nos pontos 


Xj, quando o ponto z percorre o eixo-x. 
Se f é escolhida como sendo uma função tal que 


O SE S= Ae pr). (2 — Eaa), 
onde 4 é uma constante complexa e cada k; é uma constante real, o argumento de 


206 


A TRANSFORMAÇÃO DE SCHWARZ-CHRISTOFFEL — 207 


az 


f'(z) se comporta na maneira prescrita quando z percorre o eixo real; pois o 
argumento da função (3) pode ser escrito 


(4) arg fz) = arg A ~ k, arg(z - x1) -k, arg (2 - x2) 
To Än m1 ABZ -Xn mg). 
Quando z =x e x< Xi 
arg(z -x)=arg(z-x)-=..... =ag(z-Xxy.)=7a. 


Quando x, < x < xa, arg(z - xı) = 0 aqui, e cada um dos demais argumentos é 
7. De acordo com a fórmula (4), então, arg f (2) 


y 


Fia. 83 


aumenta abruptamente do ángulo kim, quando z se move para a direita passando 
pelo ponto z = x,. O mesmo ocorre no ponto z = xz, sendo que o aumento nesse 
ponto é de kar, etc. 

Em vista da equação (2), p vetor unitário 7 é constante em direção quando z 
se desloca de x;. , até Xj, de modo que w se move nessa direção fixa ao longo de 
uma reta, Mas a direção de 7 muda abruptamente, do ângulo kyrr, na imagem w; de 
xj (Fig. 83). Esses ângulos km são os ângulos externos do polígono descrito pe- 
lo ponto w. i p $ 

Os ângulos externos podem ser limitados entre -m e 7; então ~] < k¡< 1. 
Supomos que os lados do polígono nunca interceptem. Entáo, a soma dos ángulos 
externos de um polígono fechado é 27, € o ángulo externo no vértice Wn, imagem 
do ponto z = co, pode ser escrito ` 


kna = 2a - (ki +k +... + kn - yr. 
Assim, os números ki devem satisfazer necessariamente às condições 


(5) kitkat... AS 
G=1,2,....0. 


Note que ky = O quando 


(6) - Ei+kot...+kg-1=2; 
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Dado um- polígono P, vamos examinar o número de constantes na transfor- 
mação de Schwarz-Christoffel que devem ser determinadas, de modo a transformar 
P no eixo-x. Para este fim podemos escrever 20=0,4=1 e B=0,e simples- 
mente exigir que um certo polígono P’ semelhante a P seja transformado naquele 


eixo. O tamanho, a orientação e a posição de P’ podem então ser ajustados, de 5 


modo a coincidirem com os de P, introduzindo-se as constantes apropriadas A e B. 

Os números k; são todos determinados a partir dos ângulos externos nos 
vértices de P. As 1-] constantes xj permanecem. A imagem do eixo-x é certo 
polígono P” que tem os mesmos ángulos que P; mas se P' é semelhante-a P, então 
n- 2 dos seus lados devem ter uma razão comum para os lados correspondentes de 
P, condição que é expressa por meio de n-3 equações nas n- 1 constantes 
reais xj: Assim, dois dos números Xj, Ou duas relações entre eles, podem ser es- 
colhidos arbitrariamente, desde que essas n - 3 equações nas demais 1 - 3 constan- 
tes tenham soluções reais. 

Quando um ponto finito z = xy sobre o eixo-x, ao invés do ponto infinito, 
representa a imagem do vértice w,, segue-se da secção precedente que a transfor- 
mação de Schwarz-Christoffel toma a forma 


(8) - w=A f (CEET l C A (2 — art da! + B, 


onde kı thky+...tkn=2. Os expoentes k; são determinados a partir dos ângu- 
los externos do' polígono. Mas neste caso há n constantes reais x; que devem 
satisfazer às n - 3 equações mencionadas acima. Assim, trés dos números Xj, ou 
três condições sobre esses n números, podem ser escolhidas arbitrariamente na 
transformação (8) de um dado polígono no eixo-x. 


93. Triângulos e Retângulos. A transformação de Schwarz-Christoffel é es- 
crita em termos das imagens xj dos vértices do polígono, e não em termos dos 
vértices em si. Não se pode escolher arbitrariamente mais de três dessas imagens, de 
modo que, quando o polígono dado tem mais de três lados, algumas das imagens 
devem ser determinadas para que o polígono dado, ou qualquer polígono congruen- 
te com ele, seja transformado no eixo real. Á seleção de condições para a deter- 
minação dessas constantes, condições que sejam convenientes para O uso, muitas 
vezes requer engenhosidade. 
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Surge, entretanto, uma outra limitação no uso da transformação, por causa 
da integração que é complicada. Na maioria dos casos, a integral não pode ser 
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avaliada em termos de um número finito de funções elementares. Ainda em tais 
casos. a transformação pode ser altamente útil, embora a resolução de problemas 
por meio da mesma, possa tornar-se bastante complicada. 

Se o polígono é um triângulo com vértices nos pontos w,, w, e w; (Fig. 84) 
a transformação pode ser escrita . 


y 


(1) w= A f DE e — arte — echo! +B, 


onde k; +k, + ks = 2. Em termos dos ángulos internos Oj 


1 
“i 1 8 


Aqui tomamos todas as trés imagens x; como pontos finitos do eixo-x. Podem-se 
atribuir valores arbitrários a cada uma das três constantes Xj. As constantes com- 
plexas A e B, associadas com o tamanho e a posição do triângulo, podem ser 
determinadas de tal modo que a região triangular dada, seja transformada no semi- 
plano superior. 

Se tomamos a imagem do vértice Wa, como sendo o ponto infinito, a transfor- 
mação do triângulo fica 


(2) w=A e E = ada — aj de + B, 


onde se pode atribuir valores reais arbitrários a x, e xo. 
As integrais nas fórmulas (1) e (2) não representam funções elementares, a 


vértices estejam no infinito. A integral na fórmula (2) reduz-se a uma integral 
elíptica, quando o triângulo é equilátero e quando o mesmo é um triângulo retân- 
gulo com um dos seus ángulos igual a 7/3 ou 7/4. Nestes casos z é uma função 
elíptica de w, mas para outros triângulos não degenerados o processo de obtenção 
de z, como função de w, envolve outras complicações. 

Para um triângulo equilátero, k; = ka = ka = 2/3. Convém escrever X=-1, 
X2 = l e x3 = e usar a fórmula (2), onde zo =1,4=1le B= O. Entáo a trans- 
formação fica 


(3) w= Ta G HIA — 1) dz, 


A imagem do ponto z = 1 é obviamente w = 0; isto é, w, = 0, Quando z = -1 na 
integral, escrevemos z’ = x; então -<x <! 
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gŒ) = [exp (-S nd) 12001 =-1g601. 


Quando -a < x < -1, então g(x) = [exp (-5 7] IgE) = ilg Go. 
Portanto, 


w = — y glz) dx = — J g(x) dz — Ja g(z) de 
fo lota = [7 loto) dz = —b + ic. 


Recomenda-se ao leitor mostrar, como exercício, que 
(12) wm=-b, w=b, wsbric. 
A posição e as dimensões do retângulo são mostradas na figura 86. 
94. Polígonos Degenerados. Vamos agora aplicar a transformação de Schwarz- 
-Christoffel a certos polígonos degenerados, para os quais as integrais represen- 


tam funções elementares. Para fins de ilustração, vamos começar com algumas 


transformações conhecidas. pome y 
Como primeiro exemplo, transformemos a faixa semi-infinita 


T LA 2 
- Sus, v=0 


no semi-plano y > O. Consideramos esta faixa como formalimite de um triângulo 
com vértices w,, wz e w (Fig. 87), quando a parte imaginária de wz tende para 
o infinito. 


Us 


x 
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Os valores-limite dos ângulos externos são 


nki = tk, = ço nkz =n. 


Escolhemos os pontos xı =-1, x)=1 e x=% como imagens dos vértices. 


Então, a derivada da função transformadora pode ser escrita 


SS 
ca 
E 
al 
e! 
4 
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dw 
dz 


= A+ DHE — Ds A aA, 


Assim, w = A’ sen™!z +B, ou, se escrevemos 4" = l/a e B = bja, então 
z = sen {uw - b). 
Esta transformação satisfaz às condições z =-] quando w==-%/2 e z = 1 
quando w = 1/2, desde que se atribuam a seus coeficientes os valores qu = | e 


b =0. A transformação resultante é 


z=senw, 


a qual transforma a fixa no semiplano, como já verificamos na secção 39. 


95. A Faixa Infinita. Consideremos a faixa 0< v< q como formalimite de 
um losango com vértices nos pontos w; =mi, wz, W3 =0 e wa quando w, e wa 
tendem para o infinito, para a esquerda e para a direita, respectivamente (Fig. 88). 
No limite, os ángulos externos ficam 


Tk =0, mk =7, Tk3=0, nka =n. 


Deixamos x, para ser determinado e escolhemos os valores x, = 0, x3=le 
X = 00. A derivada da função transformadora de Schwarz-Christoffel, então, pode 


ser escrita > 
12 
: 


d E 
e = Alz -xz (z - 1)? =-4,; 


assim, w = A Logz +B. 
Ora, B = 0, pois w = 0 quando z =]. A constante 4 deve ser real, pois o 


ponto. w está sobre o eixo real quando z = x e x >Q. A imagem do ponto w = wi 
é o ponto z =X,, Onde x, é 


y Unlgi 


x u 


Fra. 88 


En X2 Xy 


um número negativo; portanto, 


Ti = A Logx, = A Log lx,| + Agi. 
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Identificando as partes real e imaginária, vemos que ix] =l e 4=1. Logo a 
transformação é 


w = Logz; 
-1. Na secção 38 verificamos que esta transformação leva a faixa 


também x, = 


no semiplano. Ea . 
O processo usado nesta e na secção precedente não é rigorosamente perfeito, 


pois os valores-limite de ângulos e coordenadas não foram introduzidos de maneira 
ordenada. Utilizamos valores-limite apenas na medida da conveniéncia. Desde que, 
entretanto, verifiquemos a transformação obtida, vemos que não é essencial justificar 
cada passagem da dedução da função transformadora. O método formal usado aqui 
é mais breve e menos tedioso do que métodos mais rigorosos. 


EXERCÍCIOS 


1. Na transformação (1), da secção 93, escreva B = zo = 0 e 


į s 
A= exp SEL, xi =-l, x2=0, x3=1, 


3 1 EX 
k=, ki ka =% 


para transformar o eixo-x num triángulo reto isósceles. Em termos da constante positiva b, 


onde 


= ari 
b ho 0-*yix t dx, 


mostre que os vértices do triângulo são os pontos 


wı =bi, w=0, w3=b. 
Mostre também que 2b = B(1/4, 1/4), onde B éa função beta. 


2. Obtenha as fórmulas (12), Sec. 93, para os vértices wa, w3 e w4 do retângulo ilustrado na 


figura 86. o e £ 
3. Quando 0<a< 1 nas fórmulas (8) e (9), Sec. 93, mostre que os vértices do retángulo são 


os indicados na figura 86, se b e c agora têm os valores 
b= fy olde c= f] loal dz. 
4. Mostre que o caso particular 
w= i fi E+ DAGA 


da transformação de Schwarz-Christoffel (7), Sec. 92, transforma o eixo-x no quadrado 


com vértices - 
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Wi=bi w2=0, w=b, wa =b+ib, 


onde o número positivo b é dado em termos da função beta pela fórmula 


6. Veja a figura 26 do kipêndice 2. Ao percor- 
Ter a fronteira da região no Plano-w, um 
ponto w vai de A’ a B’, de C'a D'e de D’ 
a E”. Este caminho poderia ser considerado 
como um triângulo degenerado; ao menos o ponto está se movendo no mesmo sentido no 
lado direito de £” que no lado esquerdo de A”, e as extremidade infinitas dessas partes do 
caminho poderiam ser consideradas como um só ponto sobre o mesmo lado do triângulo. 
Proceda formalmente com a transformação de Schwarz-Christoffel para obter a função 
transformadora dada com a figura. 

7 Na secção 92, use a condição (5) e condições para a existência de integrais impróprias de 
funções reais, para mostrar que F(x) tem algum limite Wn quando x -»00, onde F(z) é 
definida pela equação (3) dessa secção. Mostre também que a integral de f'(z) ao longo de 
cada arco de um semicírculo lal=R, y 2 O, tende para zero quando R —+00 . Deduza en- 
tão que F(z) tem o limite Wn quando z > co O 20), como indicado na fórmula (6). 


8 Um caso particular da transfarimação linear fracionária (6), Sec. 35, que transforma o disco 


unitário iZ] S$ 1 conformeméñte no semiplano y > 0, é 


Paz == 
z+i 
Sejam Zj as imagens dos Pontos z =x; sob essa transformação, onde M(=1,2,..... » ny 


são os pontos usados na transformação de Schwarz-Christoffel (8), Sec. 92. Mostre formal- 
mente (sem determinar os ramos das funções irracionais) que 


di 
Z = AMZ — Z)-(Z — ZA... (Z — Zn), 


onde Iz;l =1e A4' é uma constante, e que, portanto, a transformação 


—. 
w= af t- ZE = By) cpm Z) dt + B 


leva o interior do círculo |Z} = 1 no interior de um polígono, sendo que os pontos Z; sobre 
o circulo são as imagens dos vértices do polígono. 


9. Use resíduos para provar a seguinte extensão da propriedade da derivada logarítmica dada 


no exercício 10, Sec. 69. Seja g uma Junção analítica num domínio simplesmente conexo D, 
onde g (2) 40. Seja C um cami 
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Transformamos a faixa no semiplano superior do plano-w por meio da trans- 


N= L LO y, 
i formação z = Log w, deduzida na secção precedente; então 


2mi Jo g(2) 


10. Na fórmula para N, no exercício 9, escreva g(z) = w(2) - Wo, onde w é a função transfor- (1) W = eZ = exeiy, 
madora de Schwarz-Christoffel (7), Sec. 92, e o ponto wọ é interior ou exterior ao polígono 
P, que é a imagem do eixo-x; assim, w(x) Æ wo. Seja C o caminho consistindo do semi- 
círculo superior de um círculo fzl=R e de um segmento -R <x<R do eixo-x, que 
contém todos os n-1 pontos xj, onde um. pequeno segmento em torno de cada * é 
substituído pelo semicírculo de um círculo |z - xl =rj tendo esse segmento como diâ- 
metro. Então, o número de pontos z interiores a Conde w(z) = wo é 
7 

N, = a w'(2) 


©  2mi Jawe) — wo 


A imagem do eixo-x é o eixo-u positivo, e a imagem da reta Y =n éa parte nega- 
tiva do eixo-u. Assim, a fronteira da secção transversal do canal é transformada 
na fronteira do semiplano. 

A imagem do ponto z = 0 éo ponto w = |. A imagem de um ponto z = xy 
com xo >0 é um ponto w = uo onde uo >1. A taxa de escoamento de fluido, 
através de uma curva ligando o ponto z = Xo a UM ponto (x,y) no interior da faixa, 

` é uma função corrente (x.y) para o escoamento (Sec. 88). Se x, é um número 
Teal negativo, então altaxa de escoamento para dentro do canal através da fenda 
pode ser escrita 


da, 


Faça rj tender para zero e prove que o número de pontos no semiplano superior do plano-z 

nos quais w(z) = wo é 
: Ni [É LO ha 

2T pro J -R wT) — wo 

Ora, sob uma transformação conforme, a função y é uma função de u e y que 
representa a fungáo corrente para O escoamento na região no plano-w; isto é, a taxa 
de escoamento é a mesma através das curvas correspondentes nos dois planos. Como 
a imagem do ponto z = xı é um ponto w = uy, com 0< u; < 1, a taxa de escoa- 
mento através de qualquer curva, ligando os pontos w = Uy € w =u; e contida no 
semiplano superior do plano-w também é igual a Q. Assim, existe uma fonte no 
ponto w = 1 igual à fonte no ponto z = 0. / 

O argumento acima aplica-se em geral para mostrar que, sob uma transforma- 
são conforme, uma fonte ou ui sorvedouro num ponto dado corresponde a uma 
fonte ou um sorvedouro igual .na imagem desse ponto. 

Quando x >-co, a imagem do ponto z tende para O ponto w = 0. Um sor- 
vedouro de intensidade +0 neste último ponto corresponde ao sorvedouro infinita- 
mente afastado para a esquerda na faixa. Para aplicar o argumento acima neste caso, 
consideramos a taxa de escoamento através de uma curva ligando as fronteiras 
Y=0ey=m da parte esquerda da faixa e o escoamento, através da imagem dessa 
curva no plano-w. 

O sorvedouro na extremidade direita da faixa transforma-se num sorvedouro 
no infinito no plano-w, i 


Como 


do JE w'(z) 
A wo A fruto) > mo th 


deduza que N = 1 se wo é interior a Pe que N = 0 se Wo é exterior a P, e que, portanto, 
a transformação do semiplano y >O no interior de Pé biunívoca. 


96. Escoamento de Fluido num Canal através de uma Fenda. Vamos apre- 
sentar um outro exemplo de escoamento estacionário ideal (Cap. 9), exemplo que 
mostrará como fontes e sorvedouros influem em problemas de escoamento de 
um fluido. ` 

Consideremos o escoamento estacionário bidimensional de um fluido entre 
dois planos paralelos y = 0 e y =7, quando o fluido entra através de uma fenda 
estreita ao longo da reta x = O no primeiro plano (Fig. 90). Suponhamos que a taxa 


P A função corrente y para O escoamento no semiplano superior do plano-w, 
neste caso, deve ser uma fungáo que tem um valor constante ao longo de cada uma 
sky vita $ ; e á 
a u das três partes do eixo-u. Além disso, seu valor deve aumentar de Q quando o ponto 
a o 


w se move em torno do ponto w= } da posição w = ug à posição w =u, è O 
mesmo deve diminuir de Q quando-w se move de maneira correspondente na vi- 
Zinhanga da origem. Em termos dos ângulos polares 6, e 0, variando de O.a rr, onde 


de escoamento de fluido para dentro do canal, através da fenda, seja Q unidades de 
volume por unidade de tempo, para cada unidade de profundidade do canal, onde 
a profundidade é medida perpendicularmente ao plano-xy. Então a taxa de escoa- 
mento para fora em cada uma das extremidades é +0. 


W =r, exp Q,, w~] =r, exp dy, 


vemos que a função 
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+= Sho) 


satisfaz a essas exigências. Além disso, esta função é harmônica porque é a parte 


imaginária da função 


A função F é um potencial complexo para o escoamento no plano-w. Como 
w = expz, um potencial complexo para o escoamento no canal.é 


Fg) = Q Log (e7? - e -22), 


w 
A menos de uma constante aditiva, o potencial pode ser escrito 
. 0 z 
(2) F(z) = 7 Log sh > 
O vetor velocidade F'G) é dado pela fórmula 
. 0 y 
(3) q= ar tgh 7 
Desta fórmula vé-se que 


lim q = 2 
lxlr= 27 
Outrossim, o ponto z = ai é um ponto de estagnação; isto é, a velocidade é zero 
nesse ponto. Logo a pressão do fluido ao longo. da parede y = 7 do canal é máxima 
nos pontos opostos à fenda. 
A função corrente y(x,y) para o canal é a parte imaginária da função F(z), 
dada pela fórmula (2). As linhas de corrente Y(x,y) =c sáo, portanto, as curvas 


Q Eds 
Zn UE (sa 2) 


1 
equação que se reduz a 


(4) te Z= kigh, 
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onde k é uma constante real qualquer. Algumas dessas linhas de corrente são indi- 
cadas na figura 90. 


w, Ti Wi 
= > 
a So .To hr 
y : = = - 
q % = Ss DA 
1 sa 
NL E a a 
& % Wg 
Fro. 91 


a velocidade do fluido longe do estreitamento, na parte larga; mais precisamente, 


dim q = qo, 
onde a variável complexa q representa o vetor velocidade. A taxa de escoamento 
por unidade de profundidade através do canal, ou a intensidade da fonte à esquerda 
e do sorvedouro à direita, é então - 


Ta 
E : 
0) Q = mo. 
À secção transversal do canal pode ser considerado como caso-limite do qua- 
drilátero com os vértices W1, W2, W3 € w4, indicados na figura 91, quando o primei- 


"ro e o último desses vértices tendem para o infinito, para a esquerda e para a direita, 
respectivamente, No limite os ángulos externos se tornam 


nki =n, Tki = 5, Tks ===, nka= n. 


Se escrevemos x, = 0, x3 = l, x4 =œ, deixando X2 para ser determinado, onde 
0< x2< 1, a derivada da função transformadora pode ser escrita 


(2) ra =40e-x) 3 (z 1) 


Para simplificar a determinação das constantes A e x, na fórmula acima, 
vamos lançar mão, imediatamente, do potencial complexo do escoamento. A fonte 
do escoamento no canal infinitamente afastada para a esquerda é transformada 
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numa fonte igual em z = O (Sec. 96). Toda a fronteira da secção transversal do 
canal tem o eixo-x como sua imagem. Em vista da equação (1), então, o potencial 
complexo para o escoamento no canal é transformado na função 


(3) F = qo Logz = qo Logr + iqo0, 
visto que esta é o potencial para o escoamento no semiplano superior do plano-z 
com a devida fonte na origem. Note que o sorvedouro à direita do canal deve 
transformar-se num sorvedouro no infinito no plano-z. 
O conjugado complexo da velocidade q no plano-w pode ser escrito 
W) = Ty cdr do? 
Assim, em vista das fórmulas (2) e (3), podemos escrever 
= = ofz ~ xv) 
4 = 2 $ 
W To) = 4 (5) 
Na posigáo-limite do ponto w,, que corresponde a z =0, a velocidade é a 
constante real qo. Consegiientemente, decorre da fórmula (4) que 


Na posição-limite de wa, que corresponde a z = e, seja qa à velocidade. Parece | 


plausível que q tenda para q4, em todos os pontos de um segmento vertical que 
atravesse a parte estreita do canal, quando o segmento se afasta para O infinito à 
direita. Poderíamos mostrar a veracidade desta conjectura, determinando primeiro 
w como função de z a partir da fórmula (2); mas para abreviar nossa discussão, 
vamos supor que a conjectura seja verdadeira. Então, como o escoamento é es- 
tacionário, 

Thga = tqo = Q, 


ou qa = Golh. Fazendo z tender para o infinito na fórmula (4), vemos que 


So do 
h A 
Assim . 
(5) A=h, x=, 
e 


A TRANSFORMAÇÃO DE SCHWARZ-CHRISTOFFEL — 223 


Da equação (6) podemos ver que'o módulo || da velocidade se torna infinito 
no canto w3 do estreitamento, pois a imagem desse ponto é o ponto z = 1, Tam- 
bém, o canto w, é um ponto de estagnação, ponto onde q =0. Ao longo da 
fronteira do canal, a pressão do fluido é, portanto, máxima em w e mínima em wz, 

Para escrever a relação entre o potencial e a variável w, devemos integrar a 
fórmula (2), a qual agora pode ser escrita 


: dw _hf2-1VY 
g Tia 


Introduzindo a nova variável s, Onde 


E z-h? 


podemos mostrar que a equação (7) se reduz à equação 


dw 1 1 
ds -af -3 ma). 


Portanto, 
(8 E lts og hts 
) a bre Log TO 


Y a 
onde a constante de integração é zero, pois quando z = A?, isto é, quando s = 0, 


-.w=0, 


Em termos de s o potencial (3) fica 


F = do Log 


Conseqientemente 


2 
(9) aLL (lao) -h 
- exp (F/qo) - 1 
Substituindo s em (8) pélo segundo membro de (9), obtemos uma relação implícita 
entre o potencial F(w) e w. 


98. Potencial Eletrostático ao redor de um Bordo de uma Placa Condutora. 
Duas placas condutoras paralelas infinitas são mantidas ao potencial eletrostático 
V=0, e uma placa semi-infinita paralela, localizada no meio das duas placas, é 
mantida ao potencial V = 1. O sistema de coordenadas e a unidade de comprimen- 
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to são escolhidos de modo que as placas se situem nos planos v = 0; v =n ev = 1/2 
(Fig. 92). Vamos determinar a função potencial V(u,v) na região entre essas placas. 


x 
% E i 


À região pode ser considerada como forma-limite do quadrilátero, limitado 
pelas linhas quebradas na figura quando os pontos Wi € w3 se movem para a direita 
e 0 ponto w4 para a esquerda. Na aplicação da transformação de Schwarz- 
“Christoffel, fazemos com que a imagem x, do vértice wa esteja no infinito. Es- 
colhemos as imagens X1=-1 e x;=1, deixando X> para ser determinada. Os 
valores-limite dos ângulos externos do quadrilátero são 


mk, =, Tka = -n, Tk = nka = q. 
Assim e. Al +DU-x)(- 1)" 
s422% Altxa lx 
=A 20] -G8 2-17) 


de modo que a transformagáo da faixa dividida do plano-w, no semiplano superior 
do plano-z, tem a forma 


(1) w= SCI txa) Log + 1) + (1-29) Loge - DI+B. 


Sejam 4,, Az e Bj, B, as partes reais e imaginárias das constantes 4 e B. 
Quando z = x, o ponto w está sobre a fronteira da faixa dividida e, de acordo com 


a fórmula (1), 


(2) u +iv=3(A, tido) (CL + x) [Log lx + 1] 
+tiager+ D+ - x2)[Log |x - 11 
+iarg(x- DJ) +B, + IB. 


Para determinar as constantes em (2), notemos primeiro que a posição-limite 
da reta que une os pontos w; € Wa É O eixo-m. A imagem dessa reta é a parte do 
eixo-x à esquerda do ponto x; =-l, pois a parte x>] éa imagem da reta que 
une wa e wa e Os dois segmentos restantes do eixo-x são as imagens dos dois outros 


mm, 
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lados do quadrilátero. Portanto, quando » = 0 e u tende para o infinito por valores 
Positivos, a imagem x tende Para O ponto z = -] pela esquerda; assim 


arg(x + 1) = 7, arg(r - 1) =r, Log lx + lio - o, 


e como -] < x, < 1, a parte real da quantidade entre os colchetes na equação (2) 
tende para o infinito negativo. Como y =0, Segue-se que 4, = 0; do contrário, o 
coeficiente da parte imaginária no segundo membro tornar-se-ia infinito. Igualando 
as partes imaginárias nos dois lados, vemos que 


0=34 xa + (1 -x2)a| + B3. 
Logo, 


(3) 1E -TAi = Bo, 4,50. 


A posição-limite da reta que une os pontos w; e w, é à semi-reta y = 7/2, 


uzo. As imagens dos pontos dessa semireta são os pontos z =x, onde 
-I <x Sx, e portanto, i 


arg(x + 1)=0, arg(x- 1) ag. 


Identificando as partes imaginárias dos dois membros da equação (2) para esses 


pontos;-verios que i 


(4) 


4 
Fa =Xa)r + Ba. 


Finalmente, as Posições-limite dos pontos da reta que une Wa € Wa, São os 
Pontos u + ri, e suas imagens são os pontos x, onde x >], Identificando as partes 
imaginárias em (2) para esses pontos, concluímos que 

T= Ba. 
Então, em vista das equações (3) e (4), 
Ar=-], x, =0. 
Assim x = 0 quando w = wi/2; levando esses valores em (2) e identificando partes 


reais, vemos que B, = 0. 
A transformação (1) agora é 


(5) ws 7 [Log(z + 1) + Log(z - Dita, 
ou 
© Plato, 
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Sob esta transformação, a função 
harmônica procurada V(u,v) torna-se u- 
ma função harmônica de x e y na região 
y>0,a qual satisfaz às condições de 
contorno indicadas na figura 93. Note 


que, agora x, = 0. A função harmônica Fra. 93 
nesse semiplano que toma esses valores 
na fronteira, é a parte imaginária da função analítica 
lo. z-1 1 hn i 
= = O; +-—(0, - 02), x 
F(2) Pa K ier r LB PAG 2 


onde 9, e 0, variam de O a w. Escrevendo as tangentes desses ângulos como funções 
de x e y e simplificando, vemos que a função V satisfaz à equação 


= 2y 


(7) i tg nV = tg (b, -9 


sê 2 
A equação (6) fornece expressões para |z|? (ou x? +y’) e x? -y? em 
termos de u e v. Vemos, então, da fórmula (7) que a relação entre o potencial V e 
as coordenadas u e v pode ser escrita 


Sl 44 7 
(8) Enkar e s“, 


onde ==] +V 1 +2e7™ cos 2y + e, 


EXERCICIOS 


1. Use a transformação de Schwarz-Christoffel para obter formalmente a função transforma- 
dora dada na figura 22, Apêndice 2. E 

2. Diga por que a solução do problema de escoamento num canal com uma obstrução retan- 
gular semi-infinita (Fig. 94) está incluída na solução do problema discutido na secção 97. 

3. Sejam T(u,») as temperaturas estacionárias na faixa com um estreitamento ilustrado na 
figura 91, quando T(u,m) = 1 e T = 0 sobre 
o resto da fronteira. As faces da faixa para- 
lelas ao plano-uv são isoladas. Escreva 
h-e, onde H>0. Quando s = exp 
CH - 10), onde 0< &< 7]2, es éa variá- ZZZ 
vel auxiliar usada na secção 97, mostre que 
o ponto z, onde z = ($? ~ AN? - 1), per 
tence ao semi-plano superior. Em termos do 
parâmetro &, mostre que a imagem do pon- 
to z no plano-w é o:ponto 


-H` o 
e cosh H + cosa & [HH sen 
2 Log cosh H ~ cos & Log tg go G E arte sh a 


ed 


e 
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e que a temperatura nesse ponto w é 


1. tg H T 
T(4,v) = arctg gä 0<e<5H>0 A 
onde os arcos-tangentes tomam valores entre O e 7/2. Quando G varia de O a m/2, essas duas 
fórmulas, portanto, dão as temperaturas em todos os pontos w de uma certa curva 
interior à faixa. 


- Na figura 29 do Apéndice 2, considere a fronteira da regido sombreada no plano-w como 


um triángulo degenerado com ángulos externos 1/2, 1/2 e 27 em B', C'e no infinito, 
respectivamente, e deduza formalmente a função transformadora dada aí. Verifique que a 
transformação, escrita na forma 


ve CAD 1H Log le (+ Die DM, 
ad y 


onde 0 £ arg (z + ES W, transforma a fronteira tal como indicado na figura. 

Sejam T(u,v) as temperaturas estacionárias e limitadas na região sombreada do plano-w 
na figura 29 do Apéndice 2, se T(u,hi) = 1, quando u< 0 e T=0 sobre o resto (B'C'D” 
da fronteira. Em termos do parâmetro real q (0<a< 71/2), mostre que a imagem de 


cada ponto z =} tga do eixo-y positivo é o ponto 


veado CT 


(ver o exercício 4), e que a temperatura nesse ponto w é 


Tu) = 2 (<a< 3) 


tr 
Seja F(w) o potencial complexo para o escoamento de um fluido sobre um degrau do 
leito de uma corrente profunda, representado pela região sombreada no Plano-w na figura 29 
do Apêndice 2, se a velocidade do fluido q tende para uma constante real go, quando |w} 
tende para o infinito nessa região. A função transformadora univalente w que transforma 
a região no semiplano superior do Plano-z é indicada no exercício 4. Como Fw) = 
= F(2)/(dw/dz), mostre que 


alw) = qolz - D? (z+ y? 


e que nos pontos ao longo do leito da corrente 


x-1 
lal = Igo! | / xal’ 


em termos das imagens z =x desses pontos. Note que o módulo da velocidade aumenta 
de Igol ao longo de 4'B” até Igl = co em B’, em seguida diminui até zero em C* e cresce 
at Íggi de C a D’; mostre também que o módulo da velocidade é lgol no ponto 
We. in + 1/m) entre B'e C. 


e 


CAPITULO 11 


Fórmulas Integrais de Poisson 


99. Fórmula Integral de Poisson. A fórmula integral de Cauchy 


z — 


a) ro = a Í E je de 


dá os valores de uma função analítica f nos pontos z interiores a um caminho 


fechado Co, em termos dos valores de f 
nos pontos z’ de Cy. Quando Co é um 
círculo, podemos obter uma fórmula 
correspondente para uma função harmô- 
nica, isto é, uma fórmula que resolve o 
«problema de Dirichlet para o círculo, 
A identificação das partes reais na fór- 
mula (1), onde f = u + iv, dá u nos 
pontos interiores a Co em termos de 
ambas as partes u e v em pontos de Co; 
torna-se, assim, necessária uma modifi- Fra. 95 
cação no processo. 

Seja z’ = ro exp (i0”) a equação do círculo Cy e escrevamos z = r exp (19), 
onde r < ro: (Fig. 95). O inverso zı do ponto z em relação ao círculo pode ser 
escrito 3 


2 2 
(2) 2 = = exp (19) E 


Quando uma função f é analítica no interior de e sobre o círculo, a fórmula (1) 
dá f(z); mas o valor da integral é zero quando z é substituído por Z}. Após 
substituir dz’ por iz'd0”, podemos escrever 


ws 


supondo no momento que z + 0. O fator do integrando entre parêntesis é real, 
pois, em vista da expressão final (2) para z,, esse fator pode ser escrito nas 
formas 


228 
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- z 1 z z ro -r 
E = + = h 
6) E l-Z/7 mz Fay TEF 
Uma alternativa da fórmula integral de Cauchy é, portanto, 
f 0 — To = mê Pr flra) ap < 
(4) Fire) e rar z (r < ro). 


Observamos que |z’ -z| é a distância entre z' e z, 
(5) IZ z|? = ro? - 2ror cos (0° -0) +7? >0; 
observamos tambén" que a fórmula (4) permanece válida quando z = 0, pois nesse 


caso ela se reduz à fórmula (1) para f(0). 
Se u é a parte real de f, então, de acordo com a fórmula (4), 


(6) ulr0) = À f, E eer. 


2r ro? — 2ror cos (0 — 0) + 


Esta é a fórmula-integral de Poisson para a função harmônica u no círculo. 

A integral na fórmula representa uma transformação integral linear de 
u (ro, 0”), com parâmetros r e 8, que transforma a função u (ro, 0”) em 2mu(r, 0). 
O núcleo desta transformação integral, função representada pelas expressões (3), 
é a função real positiva 


a; 


(1) Plro, r, 0º-0) 61 dci der 


to - 2ror cos (0-0) +1? 7 -zF 


Esta função é chamada núcleo de Poisson. Como Zi - Z) e seu conjugado 
zHz' - z) tem a mesma parte real, vemos das equações (3) que 


PFa 
PT» 


6) Por 0-0) AG) RC 


assim P é uma função harmônica de (r, 9) interior a Co para cada z’ fixado sobre 
Co. Da equação (7) vemos que P é uma função periódica e par de 0” - 6, com 
período 27, e que P = 1 quando r = 0, 

A fórmula integral de Poisson (6) pode agora ser escrita 


1 


(9) (1,0) om e Pro, r, 0 — O)ulro 0) de” (r < ro). 


Considerando o caso particular f = u = 1, vemos que P tem a propriedade 


(10) E E Plro, r, 0 — 6) de = 1 (r<ro. 
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Supusemos f analítica não só no interior de Co mas também sobre Co; 
assim, u é harmônica num domínio que contenha todos os pontos do círculo. 
Em particular, u é contínua sobre Co. As condições serão agora relaxadas. 


100. Um Problema de Dirichlet para o Círculo, Seja F uma função 
seccionalmente contínua de 0 (0 < 0 < 27). Então a fungáo u definida pela 
transformação integral de Poisson de F, a saber, 


2r 
a) u(r,8) = > I Prom 9 — 0)F(0) dO (r < ro), 


satisfaz às seguintes condições: u é harmônica em todo o interior do circulo 
t = Fo e, para cada 8 fixado onde F é continua, 


(2) lim u(r, 0) = F) C < ro). 


Assim, u é uma solução do problema de Dirichlet para o círculo no sentido de 
que o valor na fronteira F(0) é o limite de u(r, 0), quando o ponto (+, 8) tende 
para (ro, 0) ao longo de um raio do círculo, exceto num número finito de pontos 
(ro, 9) onde F possa ter saltos. i 

Antes de provar a afirmação acima, vamos aplicá-la para determinar o 
potencial V(r, 9) interior a um cilindro r = 1 quando V = O sobre a parte 
superior do cilindro e Y = 1 sobre a parte inferior (Fig. 65). Este problema foi 
resolvido por meio da transformação conforme na secção 86, Na fórmula (1) 
escrevemos V em lugar de u, F(0) = 0 quando 0 < 0 < me F(0) = 1 quando 
n <O < 2u, para obter a equação 


Le 
Fr) = f PA, r, 0 — 0) do! 


and faso Q — r?) do” 
2r Je 1 + ri — 2r cos (9 — 6) 
Podemos escrever uma integral indefinida de P como 
(3) É PU, r, $) dg = 2 arctg (E s$), 


e a função arcotangente aqui pode ser descrita como função contínua de 4/2 
que toma valores entre -m e m quando 6/2 varia de -r a m. Então 


, 


+ £ + - 
nv, 0) = arctg (11 tg Sr E) = arctg (HEZ ig fse 


“e, simplificando a expressão para’ tg (7V), vemos que 
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1 1-P 


¿Ma SS A Z arctgt S n). 
q arctg 2r send (0 < arctg n) 


(4) Vir, 8) 


Que a fórmula (1) define uma função harmônica u no interior do círculo 
r = to, decorre do fato de que P nesse caso é harmônica. Como F é contínua 
por partes, a integral (1) pode ser escrita como soma de um número finito de 
integrais definidas, cada uma das quais tem um integrando que é contínuo em 
r, 8 e 0”. As derivadas parciais desses integrandos em relação a r e O também 
são contínuas no mesmo sentido. Como P satisfaz à equação de Laplace em 
coordenadas polares, segue-se que u satisfaz a essa equação. 

Para estabelecer a condição (2), vamos mostrar que, para cada número 
positivo e, existe um número 5 tal que 


le 
(5) lu(r, 6) - F(0)|<2e sempre que 0< lor < 5. 
Em vista da propriedade (10), Sec. 99, de P, a primeira desigualdade em (5) 
pode ser escrita 7 


(6) | f "Pro r, 6! — OP(O) — FOJ do| < 2e, 


O integrando é periódico em 0 e 6º se considerarmos F periódica, 
Como F é contínua no ponto fixado 0, existe um número 9, correspon- 
dente ao número dado e, tal que 


Ta i 
IF@) - FO) <e quando {8-01 < 0. 
Vamos escrever 


Dea) = 37 [Pla 0 = OPO) — PONa, 


1 2x+0-g 7 + 7 
Den = pe [o Pear, = QPO) — POIA. 


Então u(r,0) - F(0) = 1, + L. Como P > 0, 


1 Uta y x € 2r A 
HH Soho Io) — FCO) do <é Pd = e 


Lembrando-nos de que P = (1? - P )/12 - z1? » vemos da figura 95 que a função 
Iz’ - z|? tem um valor mínimo positivo m (o), quando 6”, argumento de z’, varia 
de 9 +0 227 + (0 ~ 0). Se Mé uma cota superior de |F'(0”) - F(0)| para todos 
os valores de 8 e 8”, então 
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2nM 2.2) g 2Mro E 
th] < Pro) o r)s m(o) o-r) <e, 


quando ro - r < m(o)e/(2Mro). Portanto, 1£,1 + IB] < 2e quando řo -r < 8, 
onde 


— m(o)je 


~ 2Mro | 


Este é um número ô para o qual a condição (5) é satisfeita, 
Quando r = 0, a fórmula (1) reduz-se a 


Mm u(0,0) = È T "Flo de, 


Assim, o valor de uma função harmônica no centro do círculo é a média dos 
seus valores na fronteira do círculo. 

Sugere-se ao leitor provar, como exercício, que P e u podem ser represen- 
tadas por séries das funções harmônicas elementares p” sen nô e r” cosnô como 
segue: : 


(8) Por, -0=1+2 a (E) cono =8) (r <r); 
f n=1 


(9) u(r,0) = ja + > (2) (ancosnô + ba senn8) (r < ro), 
n=l 

onde 

1 [2 1 fix 
(10) A = + P(6") cos no de”, ba == — f F(0') sennó' do”. 

w Jo r Jo é ; 

101. Problemas de Contorno Relacionados. Deixamos como exercícios os 

detalhes das demonstrações dos resultados abaixo. Supõem-se contínuas por partes 


as funções F e G, que representam valores na fronteira. 
No caso em que F é uma função ímpar da coordenada y sobre o círculo 


ra To, isto é, F(27 - 0) = -F(0), a fórmula integral de Poisson (1) da secção 100 


pode ser escrita 
io a E 
(Mm u(r,0) = F) [Piro 7, 8 — 0) — Plro, r, 0 + OFO) de”. 


Esta função u se anula sobre o diámetro (0 = 0 ou 6 = n) do círculo, como é 
esperado quando interpretamos u como uma temperatura estacionária. A fórmula 
(1), portanto, resolve o problema de Dirichlet para a região semicircular r < ro, 
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0 Z0 S n (Fig.96) em que u = 0 sobre o diámetro AB e, em cada ponto 9 
onde F é contínua, 4 


(2) lim u(r,0) = F(6) O< <T, r< ro). 
raro 


Se F é uma função par de y, Fr - 0) = F(0), então 
O uD) = È | "(Pro r, 0 = 0) + Plo r, 0 + DIPO) do” 


e du/d9 = O quando-8 = O ou 0 = 7. A fórmula (3), portanto, representa uma 
fungáo u que é harmiénica na região semicircular 0 S 0 S m,r < ro (Fig. 96), 
e satisfaz à condição (2) e à condição de que sua derivada normal sobre o diâmetro 
AB se anule, 


Y 
u=F(0) 
A B 
Fra, 96 


ta 
A transformação conforme z = ry?/Z transforma o círculo izi = rg no 
círculo |Z] = rọ no plano-Z e o interior do primeiro círculo no exterior do 
segundo. Escrevemos Z = p exp (ip), como indicado na figura 97; então r = ro? /p 
e 0= 27 - à. Quando G(9) = F(2m - 0), a função harmônica u representada 
pela fórmula (1) da secção 100, torna-se uma função harmônica H(p, &) no 
domínio p > ro, e a fórmula passa ater a forma 


(8 Bog) = = 3 [Pro e OWA (>. 


Para cada $ fixado onde G é contínua vemos da condição (2), Sec. 100, que 
(5) tim 1H(p,p) = G(9) (p > ro). 
pre 


Assim, a fórmula (4) resolve o problema de Dirichlet para a região exterior 
ao circulo p = ro. Observamos que P < 0 aqui; também, 


(6) 5 A Piro p, $ — $) de = —1 (o > ro), 
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: Losi 
10) lim H(p,p) = =) G(¢') de” 


pro 


EXERCÍCIOS 
1. Use a fórmula integral de Poisson (1), Sec. 100, para deduzir a fórmula 


Vs, y) = Laretg — cao? (0S arctgt S m) 
P) s garte Iy G-J -1 OS acter S 


para o potencial eletrostático no interior de um cilindro x2 + y? =1se V = 1 sobre o 
primeiro quadrante (x > 0, y > 0) do cilindro, e V = 0 sobre o resto dessa superfície. 
Note também que 1 ~ V éa solução do exercício 8, Sec. 86, 

2. Se T designa as temperaturas estacionárias num disco r < 1 com faces isoladas, quando 
T = 1 sobre o setor O <0< 209 da bordar = le T= O sobre o resto da borda, onde 
0 < 89 < 7/2, use a fórmula integral de Poisson para mostrar que 


a a Ue y?) 
Tix, y) == arctg EDO 


onde yo = tgÓy e 0,5 arctg r $ 7. Verifique que esta função T satisfaz às condições 
de contorno. j : 
3. Seja I a seguinte função impulso unitário finito: 


Iih, 0 - 09) -+ quando 0<0<0,+h, 
= 0 quando 0S0<0 ou d+h<0<2n, 


k 2r 
onde h é uma constante positiva e 0 S Bo < 27. Note que fo 1d0 = 1, Com o auxi- 
lio de um teorema de valor médio para integrais, mostre que 


lim 5 Pro r, 0 — Oh, 6 — 00) dO” = Plro, r, 0 — Oy) 


40 
(r < ro). 


Assim, o núcleo de Poisson Pro, r, 0 ~ 00) é o limite, quando h >0, da função harmônica 
no interior do círculo 7 = rg, cujos valores na fronteira sáo representados pela fungáo 
impulso 271, E 


4. Mostre que a fórmula no exercício 11, Sec, 65, para a soma de uma série de co-senos 


pode ser escrita 


n 1-2 
142) 6 cosað = dd (I<k<1), 


«n=l 


e que, consegilentemente, o núcleo de Poisson tem a Tepresentação por série (8), Sec, 100, 


5. Na Sec. 100, mostre que a série na fórmula (8) converge uniformemente em relação a 


9; obtenha, então, da fórmula (1) a representação por série (9) para u, quando F é 
seccionalmente contínua. 

Use as fórmulas (9) e (10) da Sec. 100 para determinar as temperaturas estacionárias 
T(r, 0) num cilindro sólido r < rg de comprimento infinito se T(ro, 0) = A cosÓ. Mostre 
que náo há escoamento de calor através do plano y = 0. 


Resp. T = A(rfrg) cosÚ = Axfro. 


o: 
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7. Como casos particulares da fórmula (4), Sec, 101, obtenha as fórmulas 


(0) Hle) = zz fy Pln d+ 6) — Piro p, $ — GOLE) dé, 
() HeD) = — 5, [IPC p, E + 6) +P 000,8 — HG) dé! 


para as funções harmônicas na região ilimitada p > To, 0% $ Sr, ilustrada na Fig. 98, 
se cada uma das funções satisfaz à condição de contorno 


lim H(p,p) =G(4) — (p>r40<g<m 


sobre o semi-círculo e se a função (a) se anula sobre os raios BA e DE, enquanto a 

derivada normal da função (b) se anula sobre esses raios. 
8. Dé os detalhes na dedução da fórmula (1) 
da Sec. 101 como solkição do problema de 
Dirichlet enunciado aí para a região ilus- 
trada na Fig. 96. E 
Dê os detalhes na dedução da fórmula (3) 
da Sec. 101 como solução do problema de 
contorno enunciado aí, 


Jo 


10. Obtenha a fórmuia (4), Sec. 101, como solução do problema de Dirichlet para o domínio 
exterior. a um círculo (Fig. 97). a 

11. Diga por que a fórmula (6), Sec, 101, é válida, 

12. Deduza a fórmula (7) da Sec. 101. ` 


102. Fórmulas Integrais para o Semiplano. Seja f uma função analítica 
de z no semi-plano y > O fal que, para algumas constantes positivas k e M, f 
tem a propriedade vo 


(1) TM <M 020, k>0). 
Para um ponto z fixado acima do eixo-x y 
seja Cr um semicírculo z’ = R exp (19”), 
onde R > |z| e 9º varia de O a r, 
(Fig. 99). Então, de acordo com a fórmula 
integral de Cauchy, > x 
-R x R 
Fic. 99 

; Fe”) de! R fa) dy 

(2) 2rif(z) = Í a + para 


Vemos que a primeira das integrais em (2) se anula quando R tende para o 
infinito, pois If(z')| < M/R*; portanto, 


6) a ID aw (y> 0). 


2mi jog — 2 


apo 
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Por força da condição (1), a integral imprópria aqui existe, e é, portanto, igual a 
seu valor principal. 
À representação (3) é uma fórmula integral de Cauchy para o semiplano. 
No caso em que o ponto z se encontra abaixo do eixo-x, o segundo membro 
da fórmula (2), e Portanto a integral (3), se anula. Conseqientemente, quando z 
está acima do eixox, para cada constante c temos a seguinte fórmula alternativa: - 


(4) fe) = = f Ñ € L -+ =) fed” (y>0). 


Nos dois-casos € =-l e e = 1 esta fórmula reduz-se, respectivamente, a 


O so =i [HO a w>0, 
© so = a f, ED w U> 0). 


Se f = u + iv, segue-se das fórmulas (5) e (6) que as funções harmônicas 
conjugadas u e v são representadas no semiplano Y > 0 em termos dos valores 
de u na fronteira pelas fórmulas 


yu(a”,0) de = f u(z,0) dz! 


(Muay) = 2 


=a ju! — 2]? TJoa (0 a ya 
. (y > 0), E 
(8) v(2,y) = i dE E da” (y > 0). r i 


A fórmula (7) é conhecida como Jórmula integral de Poisson para o-semi. 
plano ou fórmula integral de Schwarz. Vamos agora relaxar as condições para a 
validade das fórmulas (7) e (8). 


um número finito de saltos finitos. Quando yZeelx| < 1/e, onde e é uma 
constante positiva qualquer, a integral 


Ple) da! o Fla + t) dt 


Tan) = po Grp Ler + y? 


A 
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parcial de I(x, y) é representada pela integral da derivada correspondente do 
integrando quando y > 0. 

Escrevemos U = ylfa; Assim U é a transformação integral de Schwarz (7), 
Sec. 102, de F: 


(1) Ur = Ef" erp as 


O núcleo yix’ - zj? aqui é a parte imaginária da função 1/(* - z), que é 
analítica em z quando y > 0. Logo, o múcleo é harmónico, de modo que o 
mesmo satisfaz à equação de Laplace em x e y. Como a ordem de derivação e 
integração pode ser invertida, a função (1) satisfaz a essa equação. Consegiiente- 
mente U é harmônica, quando y > 0. ; 

Para provar qué, para cada x fixado onde F.é contínua, 


a) lim Uf, y) = FG) 0> 0), 


fazemos xX’ - x = Y tgr para escrever a fórmula (1) como 


n/2 
ON Uen =i fi Peryg jd | U>. 
Se AF = F(x + y tgr) - F(x), então 
(4) UI Y ES A 
onde, se o é uma constante positiva pequena, 

EN _ [Me 
De f Ad, le temas AP de, 
n/2 
L= [os AP dr. 


Se M é um majorante de IF, então JAF < 2M, Para um número positivo 
dado e escolhemos o de modo que 6Mo < e; então 


Mal < É. 


Wil S Mo < £ e E 


Mostraremos agora que, correspondente a e, existe um número $ tal que 


lh] < e quando 0<y<8; 


assim a condição (2) decorre da fórmula (4). Como F(x) é contínua em x, existe 
um número ô’ tal que 


| 
i 
| 
| 
1 
i 
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€ 


IF(x + y tgr) - FO) < 37 


quando yitgr] <ô’, 


e a última condição é satisfeita para todos os r envolvidos em 1, se o valor máximo, 
tg (47 - 0) = cotg o, de Itgr| é usado, isto é, se y < ô’ tg o. Então 


Il < (a 20) < $ quando 0<y<8, 


onde $ = 5” tg o. Está, assim, estabelecida a condição.. 

A fórmula de Schwarz (1) ou (3), portanto, resolve o problema de Dirichlet 
para o semiplano y > O com a condição de contorno (2). A fórmula mostra 
também que U é limitada, ¡U(x, y)l S M no semiplano, onde M é um majorante 
de |F(x)1. Observamos que U = Fo, constante, quando F(x) = Fo. 

De acordo com a fórmula (8) da secção precedente, sob certas condições 
sobre F, a função 


6) ven 1 Ea q>0 


é uma conjugada harmônica da função U dada pela fórmula (1). De fato, a 
fórmula (5) representa uma conjugada harmônica de U se F é contínua, exceto 
para, no máximo, um número finito de saltos finitos, e se F tem a propriedade 
IxÉF(x)1 < M, onde k > 0. Pode-se mostrar que, sob essas condições, U e V 
satisfazem às condições de Cauchy-Riemann quando y > 0. 

Casos especiais da fórmula (1), quando F é uma função ímpar ou par, são 
deixados para os exercícios. 


104. Problemas de Neumann para Regiões Circulares. Como na Sec. 99 e 
Fig. 95, escrevemos 2? = ro exp (10”) e z =,r exp (i0), onde r < rọ. Quando z’ 
é fixado, a função 


(1) Q= -2ra Log iz’ - z] = -ro Log [ro - 2ror cos (0° - 0) + r?°] 
é harmônica no interior do círculo |z] = ro, pois ela é a parte real de -2ro 


log (z - 2”), onde o corte de ramo de log (z - 2”) é um raio emanando do ponto 2” 
para fora. Além disso, se P é o núcleo de Poisson (7), Sec. 99, então 


dQ _ ro _2P -2rgrcos(0” -0) _ ro ; 
OE ro - or cos (8-0) +77 “+ Peo. TROSED Al, 


Essas observações sugerem que Q pode ser usada como núcleo numa fórmula 
integral que representará uma função harmônica u, cuja derivada normal 3u/ar 
sobre o círculo r = ro assume valores prescritos g(0). 
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Se g é contínua por partes e uy é uma constante arbitrária, a função 
O fai , n gg 
(3) u(r,8) = > h Qro, r, 0 — 0)g(0") de” + un (r < ro) 


é harmônica, visto que o integrando é uma função harmônica de (r, 9). Se o 
valor médio de g sobre o círculo é zero, isto é, se 


(4 JE o0) de = 0, 


então, em vista da fórmula (2), 


du _ To lr a > ; ro 1 2r o $ s F 
ATM Í, (1% Dg do! = m > | Plro r, € 0)9(8”) de”. 


De acordo com as equações (1) e (2) da Sec. 100, segue-se que 


ON lim 2. g(0) (<r0) 


Pato Or 


para cada valor de 9 onde g é contínua, 
Como Q é constante quando r = 0, segue-se das equações (3) e (4) que uo 
é o valor de u no centro do círculo: 


(6) uo.= u(0, 0). 


Quando g é seccionalmente contínua e satisfaz à condição (4), a fórmula 


2x 
(7) u(r,8) = — Z ho Log lr? — 2rar cos (0 — 8) 
+ rilg(0”) do” + uo, 


onde r < ro, resolve, portanto, o problema de Neumann para a regiáo interior 
ao círculo onde g(0) é a derivada normal desta função harmônica u na fronteira, 
no sentido da condição (5). 

Os valores u(r, 0) podem representar temperaturas estacionárias num disco 
r < ro com faces isoladas. Então a condição (5) afirma que o fluxo de calor 
para O interior do disco na sua borda é proporcional a g(8). A condição (4) é 
a exigência, fisicamente natural, de que a taxa total de escoamento de calor para 
dentro do disco deve ser zero, já que as temperaturas não variam com o tempo. 

Pode-se escrever, em termos do núcleo Q, uma fórmula correspondente para 
uma função H, harmônica no exterior de um círculo, a saber: 


o 100 == | Uee OW) + A 
(o > ro), 
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onde A é uma constante. Vamos supor que G é seccionalmente contínua e que 
2r r Ec 
0) JE Wdy =0. 


Então A = H(eo, $) e, para cada $ onde H é contínua, 
. ôH 

(10) lim a — 40) (o > ro. 
pro OP 


A verificação da fórmula (8) e os casos especiais da fórmula (3) que se 
aplicam a regiões semicirculares são deixados para os exercícios. 


105. Um Problema de Neumann “para o Semiplano. Seja g(x) contínua 
para todo real x, exceto para, no máximo, um número finito de saltos finitos, 
satisfazendo à propriedade 


(1) ég)<M (k>1, -<x < 00). 


Sez =x + ip, para cada x’ fixado a função Log |z - x’ é harmônica no semiplano 
y > 0, Consegientemente, a função 


1 fo 
(2) U(ay) = = o Log |z — xJg(x”) de' + B 


Pi 1 so . 
=> F Log [lx — 2)? + yilg(e”) dx’ + B 

Xe (y > 0), 
onde B é uma constante real, é harmónica nesse semiplano. 


A fórmula (2) foi escrita tendo-se em mente a fórmula de Schwarz (1) da 
Sec, 103, pois decorre de (2) que 


aU lfe IA 
6). dy Ta a TFR (y > 0). 


De acordo com as equações (1) e (2), Sec. 103, portanto, 
- U 
(4) . lim — = g(x) w>0) 


em cada ponto x onde g é contínua. 

A fórmula integral (2) resolve, portanto, um problema de Neumann para o 
semiplano y > 0 com a condição de contorno (4). Mas ainda não demos condições 
sobre g, que fazem com que a função harmônica U permaneça limitada quando 
Izl cresce. 
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Quando g é uma função ímpar, a fórmula (2) pode ser escrita 


< if e E z)? + Y 2 A A 
© Uan) =g f Loe EEKE qe) de 


(z 2 0, y > 0). 


Esta representa uma função harmônica no primeiro quadrante satisfazendo ás 
condições ` 


(6) U(0, y) = 0 Q > 0). 
(1) im do = g(x) (*>0, y >0). 


Os núcleos de todas as fórmulas integrais para funções harmônicas apresen- 
tadas neste capítulo podem ser descritos em termos de uma única função real 
de x, y, x’ e y”, a saber, : 


(8) R(z z’) = Log iz- 2'| (42. 


Esta é a função de Green para o potencial logarítmico no plano-z. A fungáo é 
simétrica: R(z’, z) = R(z, z’). Expressões para núcleos anteriormente usados, 
em termos de R e suas derivadas, sáo dadas nos exercícios. 


EXERCÍCIOS 


La 
1. Como um caso particular da fórmula (1), Sec, 103, obtenha a fórmula 


EN o A AA 1 Jee , 
U(z,y) =![, la Corro o y y] O dr 
(2 2 0,y > 0) 
para uma função harmônica limitada U no primeiro.quadrante que satisfaz ás condições 
de contorno a 


U(0,y) = 0 v >0), 
U(x, + 0) = F(x) X>0 x xp), 


onde F é limitada para todo x positivo e contínua, exceto, no máximo, em um número 
finito de saltos finitos nos pontos Xp. 
2. Como caso particular da fórmula (1), Sec, 103, obtenha a fórmula 


=f" LE 1 " da” 
Dem = Í le TFP t EFF | Ca 
. (z 20,y > 0) 


para uma função harmônica limitada U no primeiro quadrante que satisfaz às condições 
de contorno 


EA 
dx 


U(x, + x) = F(x) ~ >O, x xp), 


=0 quando ` x=0 e p>0, 
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onde F é limitada para todo x positivo e contínua, exceto, possivelmente, para saltos 
finitos num número finito de pontos xy. 


3. A fim de usar valores Principais -7/2 & arctg t S 7/2 do arco-tangente, permute o 
eixo-x e o eixo-y na Sec. 103 para escrever a solução 


DRE de zF (y) 7 
vew = 7 f o ay (2 > 0) 


do problema de Dirichlet para o semiplano x > 0, Se 


lim U(x, y) = 1 quando -<7 <1, 
X>0 
=0 quando bi>a, 


onde x > 0, obtenha as seguintes fórmulas para U e para sua conjugada harmônica V: 


Ux, y) = A (arctg Zi E, arctig 221 )» 


1 xX? +(y+ 1)2 
KED) = gg or bi 


Mostre também que MV +10) = Log (z + i - Log (z - 1), 


4. Denotemos por T(x, y) as temperaturas estacionárias 
limitadas numa placa x > 0, y > 0, com faces 
isoladas quando T > F(x) O >0) e T > GY) (x >0) 
(Fig. 100), onde F e G são limitadas e contínuas, 
exceto, possivelmente, para um número finito de 
saltos finitos. Se x + iy =z, mostre, com o auxilio T=G(y) 
da fórmula no exercício 1, que : 


TM = Ti) + Tay) (1 >0, y >O, IEO) 
Fra. 100 
onde 


ABU A 7 
nem lo (p pra) E) de, 


zf” 1 1 y 
Ten =a h (Em pp oa. 


5. Estabeleça a fórmula (8) da Sec, 104 como solugáo do problema de Neumann para o 
domínio exterior a um círculo, com o auxilio dos resultados anteriores obti 
6. Como um caso Particular da fórmula (3), Sec. 104, obtenha a fórmula 


idos nessa secção. 


UD = 55 fy ran 00) — Otro, 0º + OO) dor 


para a função harmônica u na região semicircular r < ro 0£0S 1, tal que u = 0 
sobre o diámetro que faz parte da fronteira e 


lim dE 26) (<ro, 0<0<m. 


Esto 


7. Como caso especial da fórmula (3), Sec. 104, obtenha a fórmula 
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á , " + 0)] g(0’) d0! + uo 
ur) = E fi (000,0 — 0) + Oran 0 + IA 


a re emicircular r < ro, 050 S n, se du/00 = 0 
função harmônica u na regido semici <r,050= 
para a funçi 


d f “840 = 0. 
sóbre o diâmetro fronteira e du/0r >8(0) quando r + ro, onde E 


. o! icando empe: as estacionárias numa placa > 
ndiquemo: y as temperaturas estacionarias num: x>0, 

A 
8. Indi s por T(x, y) indicand £ 0 


lor para dentro 
i = borda x = 0. O fluxo de cal 
ão isoladas, e T = 0 sobre a Oy Aa 
ie da a IE Edo segmento 0 <x <1 da borda y = 0 de oma opsats CE ie 
ao Ea (x > 1) é isolado. Use a fórmula (5) da Sec. p é 

to dessa bori o 
mxo para fora da placa ao longo da borda x = 0 


A 


1 
+7). 
Log a y? 


Mostre que o núcleo de .Pbjsson é dado em termos da função de Green 
Is: 
9. Mostre q 


. 2 
Rg, z’) = Log lz- 2"1 = À Log [ro - 2197 cos(0” - 0) +r ) 
quando 2” = ro exp (10), pela equação 
OR 
Pío, r, 0-0) = Vo - 1 


|, Mostre que lano y > O pode 
10. Most o núcleo usado na Sec, 102 para representar u no semiplano y 0 
ser escrito em termos da fungáo de Green nas formas 


i ə 1 0 Re yo 
Lo a [E Re, x) = -55 Re, =0 
mar * b REx) = -F7 y 


CAPITULO 12 


Complementos sobre 
Teoria das Funções 


A teoria das funções analíticas apresentada nos capítulos anteriores é 
introdutória, muito embora auto-suficiente. Muitos tópicos não essenciais à 
continuidade da apresentação foram omitidos, conquanto alguns deles mereçam 
lugar num curso introdutório, devido à sua importância no contexto geral. 
Apresentaremos alguns desses tópicos neste capítulo. 


A. PROLONGAMENTO ANALÍTICO 


106. Condições sob as Quais f(z) = 0. Na Sec. 65 mostramos que os zeros 
de uma função analítica são isolados, a menos que a função seja identicamente 
nula, Isto é, se a função f é analítica em zo, então existe uma vizinhança N de 
Zo, tal que ou f(z) = 0 em N ou f não tem zeros em N, exceto, possivelmente, 
no próprio ponto zo. 

Suponhamos que exista um conjunto infinito de pontos z, tais que f(z) = 0 
e que esse conjunto tenha zo como ponto de acumulação. Então, toda vizinhança 
de zo contém zeros da função f e, se f é analítica em zo, segue-se que existe 
alguma vizinhança de zo onde f se anula, Todos os coeficientes Fo), Fen! 
na série de Taylor para f(z) em potências de (z - Zo), portanto, se anulam. 
Assim, f(z) = O em todos os pontos interiores ao círculo |z - Zol =5rysefé 
analítica no interior desse círculo. Aqui rg não é necessariamente pequeno. 

Em particular, se f se anula em todos os pontos de um arco contendo Zo, 
ou em todos os pontos de algum domínio que contém zo, e se f é analítica para 
Iz - Zol < ro, então f é identicamente nula na vizinhança |Z - zp! < ro. 

Consideremos agora domínios ao invés de vizinhangas. 

Teorema. Se f é analítica num dominio D e se se anula em todo um 
dominio Do interior a D, então f(z) = 0 em todo ponto de D. 

Sejam to e ty dois números complexos representando dois pontos quaisquer 
do domínio D. Como D, por ser um domínio, é uma região aberta e conexa, 
existe uma cadeia contínua C de segmentos de reta contidos no interior de D 
que liga os pontos fo e fy (Fig. 101), onde o número dos segmentos é finito. 
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Fro. 101 


Como a fungáo f é añalítica em cada ponto z = t de C, seu desenvolvimento 
em série de Taylor em torno do ponto t tem um raio de convergência positivo 
r(t). Convencionemos que r(t) será substituído pela unidade sempre que o raio 
de convergência for maior do que a unidade; deste modo, 0 < r(t) S 1. Note 
que o círculo de convergência |z - t| = r(t) pode ser estendido além de D. 

Para mostrar que r é uma função contínua de t, seja £ + A um outro 
ponto sobre C, onde |h| <r(£), e considere o círculo de convergência |z - (t+ h)l = 
= r(t + h) da série de Taylor para f em torno do ponto t + h. Ora, f é analítica 
quando 


Poo 


lz- E+ WI < rO - lhl, 


pois esta vizinhança é interior go círculo 
com centro em + (Fig. 102% Portanto, 
r(t+h) 2 r(t) - ihl, isto é, 


po ERNES a 


a) r(t+h)-r(0 2 -1hl, Fra, 102 
condição que é trivial quando r(t + A) 2 r(£). No caso em que 
HER $ rO, 
a condição (1) pode ser escrita 
2) rt + h) - "(DI S Iht. 
No caso em que He + W 2 r(t), então f é analítica na vizinhança 
l Iz - t| < r(t + kh) - lhl, 


que é interior ao círculo de convergência em torno de £ + h; logo, r(t) = r(t + h)- 
- 1h], e de novo a condição (2) é satisfeita. 


1 
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Para cada número positivo pequeno e, o primeiro membro da desigualdade 
(2) é menor do que e quando |A| < e. Assim, r é uma função contínua de t 
sobre C. É também uma função contínua da variável real s, comprimento de 
arco ao longo de C de to a ż. Como r é contínuo e positivo para todo $ num 
intervalo fechado finito, deve-se tomar um valor mínimo positivo ro para todos 
os pontos de C. 

Seja, agora ty um ponto do domínio Do e seja ty um ponto qualquer de 
D que não pertença a Do. Como f é identicamente nula em Do, f se anula numa 
vizinhança de to. De fato, f deve anular-se em toda a vizinhança Hz - tol < Fo, 
indicada por No, uma vez que f é analítica em Nọ e se anula sobre um domínio 
que contenha ty. - 

Considere uma sequência de pontos to, f1, ..., tn sobre C tais que 


FS l-tal<r (=1,2,...,, 


e a vizinhança N; de cada ponto ty, de raio fp, tal como indicada na Fig. 101. 
Como o centro t, de N, se situa em Ny, onde f é identicamente nula, f(z) = O 
em N,. Da mesma maneira, o centro de W, pertence a V,, de modo que f se 
anula em N2, etc., até que se chegue a Ny. Assim, f(tn) = O e a demonstração 
do teorema está completa. 


107. Permanéncia de Formas de Identidades Funcionais. Como foi observado 
acima, se uma fungáo é analítica num domínio D, e se anula ao longo de um 
arco em D, ela é nula sobre uma vizinhança de cada ponto do arco. De acordo 
com o teorema precedente, a função, portanto, se anula em todo o domínio D. 

Se duas funções fı e fı têm um domínio de analiticidade em comum e 
se fi(z) = f,(2) em cada ponto de algum arco nesse domínio, então a diferença 
f=fi-f, é analítica no domínio e se anula ao longo do arco. Assim, em todo 
o domínio, f = 0, isto é, fi = f,. Este resultado pode ser enunciado como segue, 

Teorema 1. Uma função que é analítica num domínio D fica univocamente 
determinada sobre D pelos valores que ela toma nos pontos de um arco ou de 
um domínio interior a D. 

Como ilustração, a função exp z é a única função inteira que pode assumir 
os valores e* ao longo de um segmento do eixo real. Além disso, como e%e"* = 1 
para todo x real e expz e exp (-z) são funções inteiras, a função 


exp z exp (-z) - 1 


é uma função inteira que se anula ao longo do eixo real; ela se anula portanto 
em todo o plano complexo. Assim, a identidade exp (-z) = l/expz para todo 
número complexo z, decorre da identidade quando z é real e da analiticidade 
das funções, 

Da mesma. maneira, a identidade sen?z + cos?z = 1 pode ser deduzida a 
partir da identidade sen?x + cos?x = 1, A permanência de formas de outras 


COMPLEMENTOS SOBRE TEORIA DAS FUNÇÕES - 247 


identidades entre funções é estabelecida de modo análogo. Vamos limitar nossa 
atenção a uma classe importante de identidades que envolvem somente polinômios 
nas funções. 

Teorema 2. Seja P(fi, f2, -<-s Jn) um polinômio nas n variáveis f onde 
fi são funções analíticas de z num domínio que contém algum intervalo a < x < b 
do eixo real. Se nesse intervalo as funções satisfazem à identidade 


a) PID ALO, ..., M= 0 (a <x <b) 


então para todo z no dominio é válido. 


(2) PIRG), AO, HO] = 0. 


O primeiro mëmbro da fórmula (2) é uma função analítica de z no domínio 
dado e se anula sobré um arco nesse domínio, em virtude da condição (1). Logo 
(2) é uma identidade que se verifica em todo o domínio. 


108. Unicidade de Prolongamento Analítico, A intersecção de dois domínios 
D, e D} é o domínio D,D,, consistindo de todos os pontos comuns a ambos 
os domínios. Se os dois domínios se interceptam (se superpõem), então, a totali- 
dade dos pontos que pertencem ao menos a um dos domínios também constitui 
um domínio. O novo domínio é chamado reunido, D, + D,, de D; e D. 

Dados dois domínios D, e D, que se interceptam (Fig. 103) e uma função 
fı analítica em D,, pode existir uma função f, analítica em D, e é igual a fi 
em cada ponto da intersecção D,D,. Se assim for, diremos que f é o prolonga- 
mento analítico de f, ao domínio D}. 

Se existe tal prolongámento f,, ele é único por forga do Teorema 1 da 
secção precedente, pois nenhuma outra função pode ser analítica em D, e 
assumir o valor fi(z) em cada ponto z do 
domínio D,D, interior a D}. Entretanto, se 
existe um prolongamento analítico f; de f, 
de D, para um domínio D; que intercepta 
D,, como ilustrado na figura, não é necessário 
que se tenha f3 = fı em D,D;. Na secção 
seguinte vamos ilustrar o fato de que uma 
cadeia de prolongamento de uma função dada Fia. 103 
de um domínio D,, pode levar-nos a uma 
função diferente definida em D,. : y% 

Se fa é o prolongamento analítico de f, de um domínio D; em outro 
domínio D, que intercepta o primeiro, então a função F definida por 


F(z) =fi(2) quando z está em D,, 
= f(z) quando z está em D,, 


é analítica na reunião D, + D3. As funções f e f2, então, se dizem elementos 
de F, e a função F é o prolongamento analítico'a D, + D, de f, ou de fa. 


ar 


. como outra ilustração de prolongamento ana- 
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109. Exemplos.. Como primeiro exemplo, vamos considerar a função fı 
definida pela fórmula 


Do ht) = 


a 
n=0 


A série de potências aqui converge se, e somente se, |z| < 1. É o desenvolvi- 
mento em série de Maclaurin da função (1 - z)-!: assim, 


fı 


quando ě lz[|< 1, 

mas fy não está definida quando |z| = 1. Ora, a função 
` 1 

(2) F(z) S (41) 


é definida e analítica em todos os pontos, exceto no ponto z = 1. 

Como ela é idêntica a f, no interior do círculo |z] = 1, ela representa o 
prolongamento analítico de f, fora daquela região, sempre que |z| = 1 e 
z & 1. Este é o único prolongamento analítico possível de f, além do círculo 
unitário, de acordo com os resultados obtidos na secção precedente. Neste caso 
fı é um elemento da função F definida por (2). 

É de interesse notar que, se partimos da informação de que a série de 
potências 


“o 

g” 
n=0 
converge e representa uma função analítica de z quando |z| < 1 e sua soma é 
(1 - x)! quando z'= x, então podemos gone ik que a soma é (1 - z)* quando 
|z| < 1, uma vez que a função (1 - z)! 
função analítica no interior do círculo, E y 
toma os valores (1 —x)”* ao longo do ségmento 
do eixo-x contido no círculo, 

Consideremos a função 


(3) a) = fo edi. 


lítico. Como -z"! exp (-2t) é uma integral Fia. 104 


indefinida do integrando, 


1 1 
(4) gl) = — et => quando x>0. 
z o z Y 


t= 


Assim, g, é definida somente no domínio x > O indicado por D; na Fig. 104. 
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Ela é analítica aí. Seja ga a função definida pela série geométrica seguinte: 


(5) ato (ES 
Ñ o 


n= 


(lz + ¿| < D. 


A série converge para 1/z no interior do círculo unitário com centro RO ponto 
z = -i, seu círculo de convergência: 


© eO = irer 


quando z está em D,, onde Dz é o domínio |z + il < 1. Deste modo, ga = g; 
na intersecção D 1D, e ga é o prolongamento analítico de g, a` D3. 

A função Gi l/z (z & 0) é o prolongamento analítico de ambas as 
funções gı e gz ao domínio. D3, que consiste de todos os pontos do plano-z 
exceto a origem. As funções g, e g, são elementos de G. 

Por último, vamos considerar o seguinte ramo de z"? ; 


he) = VT ep >00, 0<0<m. 


Seu prolongamento analítico hz através do semi-eixo real negativo para o semi- 
plano inferior pode ser escrito. : 


havra (>, Z <<) 


O prolongamento analítico de h,, através do semi-eixo real positivo para o 
primeiro quadrante é descrito pelas condições 


hate) Vr exp Y €>0, n<0< 3), 


Assim, hz + hy no primeiro quadrante; dé fato, h3(2) = -hı (z) aí. 

110. O Princípio da Reflexão. No capítulo 3 observamos que certas funções 
elementares w = f(z) possuem a propriedade de que W = f(Z), e outras não. 
Como exemplos daquelas que gozam da propriedade, podemos citar as funções 


Z, 22+1, e7, senz, 


pois quando z é substituído pelo seu conjugado, o valor de cada uma das funções 
acima muda para.o conjugado do valor original. Por outro lado, as funções 


iz, 2+i ell, (l+ senz 
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não satisfazem à propriedade de que a reflexão de z no eixo real corresponda à 
reflexão de w no eixo real. 

O seguinte teorema mostra que uma função analítica satisfaz a este princípio 
da reflexão se, e somente se, a função é real quando z é real, 

Teorema. Seja f uma função analítica num domínio D que contém um 
Segmento do eixox e é simétrico em relação ao eixox. Se fix) é real sempre 
que x é um ponto desse segmento, então 


0) JE) = Fe) 
para todo z em D, Reciprocamente, se a condição (1) é satisfeita, então fix) 


é real, 
A condição (1) é a mesma que 


Q) TO = fe), ` 
onde, se f = u + iv, 
6) TO = uŒ, >) - v(x, y). 


Se a condição (2) é satisfeita num ponto x do eixo real, então 

JŒ) = u(x, 0) + iv(x, 0) = u(x, 0) - i (x, 0); 
conseqüentemente, v(x, 0) = 0 e fŒ) é real. A recíproca no teorema, portanto, 
está demonstrada, : 


Para mostrar a afirmação direta do teorema, vamos provar primeiro que a 
função f(Z) é analítica em todo o domínio D. Escrevemos 


FE) = JE) = U(x, y) tiva). 


Entáo, de acordo com (3), 


(4) Ux, y) = u(x, n), Vix, y) = -v(x, n), onde 7=-y. 


Como f(x + in) é uma função analítica de x + in em D, as funções u(x, n) 


v(x, n) e suas derivadas parciais são contínuas e satisfazem às condições de 
Cauchy-Riemann 


em todo o domínio D. Ora, em vista de (4), vemos que 


ðU du Ək __ dv dq dy 
ax dx” Dao dn” 
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€, portanto, dU/dx = ƏV/ðy. De modo análogo, obtemos a relação 


ðU ay 


y ax? 


donde decorre que a função F é analítica no domínio D, 
Como f(x) é real, v(x, 0) = 0, e, portanto, 


F(x) = U(x, 0) + iV(x,0) = u(x, 0); 
isto é, F(z) = f(z) quando o ponto z está sobre o segmento do eixo-x contido 
no domínio. Segue-se do Teorema 1 da Sec. 107 que F(z) = f(z) em cada ponto 


z de D, visto qiia:ambas as funções são analíticas aí, Desta maneira, a condição 
(2) está estabelecitia e a demonstração do teorema completa. 


EXERCÍCIOS 


= 


Sabendo que a função exponencial, as funções seno e cosseno hiperbólicas e as funções 
seno e co-seno são todas inteiras, use o Teorema 2 da Sec, 107 para deduzir cada uma 
das seguintes identidades, que sáo válidas para todo complexo z, a partir das identidades 
correspondentes quando z é real: 


(a) sHiz+chz= e; (b) sen2z = 2senz cosz; 


(© chéz — sh?z =; (d) sen E ~z) = cosz. 
iz 


2. Mostre que a função 


rH C Hi z#-) 


hz) = 


é o prolongamento analítico da função 
o 
he) = Y (pee 
n=0 
à região além do interior do círculo unitário lzl =1, 
3. Mostre que a função z7? representa o prolongamento analítico da função definida pela 
série 
q 
Da+De+ 
n=0 
à região além do interior do círculo lz+1l= 1 
4. Diga por que o prolongamento analítico da fungáo (Sec, 109) 


hi = Vr exp E f>0,0<0<wm, 


através do semi-eixo real positivo ao semiplano inferior é a seguinte função: VT exp (10/23, 
onder>0 e -n<0 <T. 
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5. Determine o prolongamento analítico de Log z do semiplano superior y > O ao inferior 
através do eixo real negativo. Note que este prolongamento analítico é diferente de Log z 
no semiplano inferior. 

Resp. Logr +10 (r>0, 0<0<2m. 


6. Determine o prolongamento analítico da função 


$) = h le~" dt 


na região à esquerda do semiplano x > 0. 


Resp. 272, 


7. Sendo k uma constante real, mostre que o prolongamento analítico da função 
fe) = Í e™ sen kt di (z > 0) 


tem pólos simples nos pontos z = tik. A 

8. No teorema da Sec. 110, mostre que, se a condigáo de que f(x) seja real é substituída 
pela de que f(x) tome valores imaginários puros, a conclusão: muda para JZ) = -f(2). 

9. Seja S um subconjunto de um domínio D que tem um ponto de acumulação em D. 
Generalize o Teorema 1 da Sec, 107, mostrando que uma função analítica em D é 
univocamente determinada pelos valores que ela toma nos pontos de S. 


B. PONTOS SINGULARES E ZEROS 


Faremos aqui uma análise mais aprofundada do comportamento de funções 
na proximidade de seus pontos singulares. ' 


111. Pólos e Zeros. Foi salientado na Sec. 68 que, se zo é pólo de qualquer 


ordem de uma função f, então 
a) lim 16)! = es; 


isto é, dado um número real M, existe um número positivo ¿yy tal que 
Q) If) >M sempre que 0<iz-zol < õm- 


Como consegiiência, existe alguma vizinhança de cada pólo sem função. 
Como os pólos são pontos singulares isolados, pode-se afirmar que alguma 
vizinhança de cada pólo zp não contém zero nem ponto singular distinto de zo. 
De acordo com o exercício 9, Sec. 69, se zo é um zero de ordem m de 
uma função f, então zo é um pólo de ordem m da função 1/f. A recíproca é 
facilmente estabelecida. Com efeito, se zo é um pólo de ordem m de uma função g, 
então a função (z - Zo)” g(z) tem um ponto singular removível em zo; de fato, 


o valor da última função pode ser definido em Zo como sendo um número 


conveniente, diferente de zero, de modo que a função seja analítica aí. Seja $ 
essa função: 
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6) Hz) = (2 - zo)” g(z) quando O< iz - zol < ro, 
= plzo) £ 0 quando Z = Zo. 


Então 1/ é analítica em 29, e para algum número positivo r,, a função é 
representada pela série de Taylor 
EN = anlz — 29)” (lz - zol <r) 
` el) É sam 


n=0 


onde 71 S ro € ao = 1/p(zp) + O. Segue-se de (3) que 


(4) 5 ce — zo)” > an(z — zo)" (le — zo] < ri). 


n=0 


Portanto, se zo é um pólo de ordem m de uma função, então zo é um zero de 
ordem m da função 1/g. 
Em contraste com a condição (2), suponhamos f limitada e analítica 
quando O < |z - zo] < ro. Então temos o seguinte teorema devido a Riemann. 
Teorema, Seja f analítica num domínio 0 < |z - Zol < ro e limitada aí, 
isto é, para alguma constante M 


We <M (0 < Iz - zo] < ro), 


então ou f é analítica em:Zọ ou zo é um ponto singular removível da função. 

A função é representada por sua série de Laurent no domínio em torno de 
Zo. Se C é um círculo |z - zp] = r;, onde r, < Fo, Os coeficientes A. de 
(Z - zo)” nessa série são (Sec. 58) 


1 n far ses 
Al E [O nto + neneman, 


211 
onde n = 1,2,.... Logo 
lAn! < Mr” Ci < ro). 


Mas os coeficientes são constantes e, como r; pode ser tomado arbitrariamente 
pequeno, 4., = O quando n = 1,2,.... Assim, a série de Laurent reduz-se à 
série de Taylor e 


$) = Anl — zo)" (0< |e — 20) < ro). 
n=0 
Se f(zo) é definida como sendo o número Ao, então f é analítica em zo. À - 
demonstração do teorema está completa. 
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112. Pontos Singulares Essenciais. O comportamento de uma função na 
proximidade de um ponto singular essencial é um tanto irregular, como mostra 
o seguinte teorema de Weierstrass. 

Teorema. Seja zọ um ponto singular essencial de uma função f e seja c 
um número complexo qualquer. Então, para cada número positivo e, arbitraria- 
mente pequeno, a desigualdade 


a) fe) -cl <e 


é satisfeita em algum ponto z (z + 24) em cada vizinhança de zg. 

O teorema nos diz que o valor de f é arbitrariamente próximo de qualquer 
número prescrito c, em pontos arbitrariamente próximos de um ponto singular 
essencial. Um exame da função exp (1/z), a qual tem um ponto singular essencial 
na origem, ilustra tal comportamento quando o ponto z se aproxima da origem 
ao longo de diferentes raios (ver também o exercício 1, Sec. 113). 

Para a demonstração do teorema, vamos supor que a condição (1) não é 
satisfeita em nenhum ponto de uma vizinhança |Z ~ Zol < ro, onde ro é suficien- 
temente pequeno para que f seja analítica no domínio O < |z - Zol < ro. Então 
If) - cl > e para todos os pontos desse domínio, e a função 


0) Dor < lz- zol <r) 


é analítica e limitada, De acordo com o teorema de Riemann (Sec. 111), Zo é 
um ponto singular removível de g. Seja g(zp) definida de modo que g seja 
analítica em zo. Como f não pode ser constante, g não é constante e, de acordo 
com a série de Taylor, ou g(z9) + O ou g tem um zero de ordem finita em Zo- 
Logo sua recíproca 


1 
~ = f(z) -e 
zg O 
ou é analítica em zo, ou aí tem um pólo. Mas isto contradiz a hipótese de que Zo 
é um ponto singular essencial de f. Portanto, a condição (1) deve ser satisfeita 
em algum ponto. 


113. O Número de Zeros e Pólos. As propriedades da derivada logarítmica 
obtidas nos exercícios 10, Sec. 69, e 9, Sec. 95, podem ser generalizadas. 

Seja f uma fungáo analítica no interior de e sobre um caminho fechado C, 
exceto, no máximo, num número finito de pólos interiores a C. Suponhamos 
que f não tenha zeros sobre C e tenha no máximo um número finito de zeros 
interiores a C. Então, se C é percorrido no sentido positivo, vale 


LO een 
m) 21 Jo Ho) dz = No — Np, 
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onde No é o número total de zeros de f interiores a C, sendo um zero de ordem ¥ 
mo contado mo vezes, e Np É O número total dos pólos de f interiores a E; 
contado mp vezes um pólo de ordem mp. 

Para a demonstração da fórmula (1), vamos mostrar que o inteiro Ny - Np 
é a soma dos resíduos da função f '/f nos pontos singulares interiores ao caminho 
fechado. Esses pontos consistem dos zeros e dos pólos de f interiores a C, 

Se zo é um zero de f, então em alguma vizinhança de zo 


2) He) = (z - 29)"0g(2) lg(zo) £ 0], 


onde mo é a ordem desse zero e g é uma função analítica na vizinhança. Portanto 


fo) = mole - 29J"07g(2) + (2 - zoog) 
Ned 
CO LO m , £O 
JÒ T-n “go 


Como g'/g é analítica em zo, a função f/f tem um pólo simples em zo com 
resíduo mo. A soma dos resíduos de f/f nos zeros de f interiores a C é portanto 
o inteiro No. Í 

Se Zp é um pólo de f, de ordem Mp, a função 


6) A) = E - ap)" ft) 
pode ser definida em Zp de modo a se tornar analítica aí; além disso, esse 


número h(zp) é diferente de zero. Assim, em alguma vizinhança de Zp, exceto 
no próprio ponto Z = 2p,:* 


(4) FE) = (z - 2p)"Ph(2), onde A(zp) £O, 
e FVE) = Mple - ep)" h(2) + (z - zo) "ere. 
Portanto, Te) mp E hz) 


Se = nO 


e vemos que f/f tem um pólo simples em Zp com resíduo -mp. Logo, a soma 
dos resíduos de f/f nos pólos de f interiores a C é o inteiro -Np. A fórmula (1) 
está, pois, estabelecida. ; 

O teorema de Bolzano-Weierstrass pode ser enunciado como segue. Um 
conjunto de infinitos pontos, todos pertencentes a uma região fechada e limitada, 
tem no mínimo um ponto de acumulação nessa região. A demonstração pode 
ser feita selecionando-se uma sequência infinita de pontos z,, Z2, ... do conjunto 
e aplicando-se à segúéncia um processo, o de dividir quadrados, empregado no 
exercício 13, Sec. 50. 


256 - VARIÁVEIS COMPLEXAS E SUAS APLICAÇÕES 


Em vista do teorema acima, as condições usadas na demonstração da 
fórmula (1) podem ser relaxadas. Com efeito, o número de zeros e pólos 
interiores ao caminho fechado deve ser necessariamente finito se a função f 
deve ser analítica no interior de e sobre C, exceto, possivelmente, nos pólos 
interiores a C, visto que zeros e pólos são isolados. Os detalhes são deixados 
como exercício. 

A função log f é uma integral indefinida de ff. Como Log |f(z)| retorna 
a seu valor inicial quando o ponto z completa uma volta ao longo do caminho 
fechado C, fica claro que o valor da integral na fórmula (1) é determinado pela 
mudança em valor de ip, onde q = arg f(z): 


fo. 
(5) o JG Y T taot 


onde. Açø é a mudança em número de radianos no ângulo contínuo $, quando 
o ponto z completa uma volta ao lohgo de C no sentido positivo. Assim, a fórmula 
(1) pode ser escrita na seguinte forma: 


© E Ac larg fE = No ~ Np. 


conhecida como principio do argumento. 


EXERCÍCIOS 


1, Seja c = co exp (iY), onde cy > O é um número complexo fixado distinto de zero. 
Mostre que a função exp (1/2), que tem um ponto singular essencial em z = 0, toma o 
valor € nos pontos z = » exp (i0), onde r e O satisfazem às equações 


= ris 
s 5 Y + (Logeo) * 


-Y Log co 


e 0. A 
n JP loge) = VS doso 


Note que r pode ser arbitrariamente pequeno, somando-se múltiplos de 27 ao ângulo Y, 
sem alterar c. 

2. Se uma função f é analítica quando O <lz- Zol < ro para algum número positivo rg 
e se zo é um ponto de acumulação de zeros da função, então Zo é um ponto singular 
essencial de f a menos que f seja identicamente nula. Demonstre este teorema com o 
auxílio dos resultados obtidos na Sec. 111. 

3. Examine o conjunto dos zeros da função z? sen (1/z) e aplique o teorema enunciado no 
exercício 2 para mostrar que a origem é um ponto singular essencial da função. Note 
que esta conclusão também decorre da natureza da série de Laurent, em potências de z, 
que representa a função no domínio |z} > 0. e 

4. Seja C um caminho fechado orientado no sentido positivo e seja wo um número complexo 
dado. Se uma função g é analítica no interior de e sobre C e g'(2) £ 0 em cada ponto 
interior a C, e se g(2) & wo em cada ponto de €, então 
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df ge dz = N, 


2mi J c g(2) — wo i 


onde o inteiro N é o número dos pontos interiores a C nos quais g(z) = wo. Mostre 
como este resultado decorre dos resultados obtidos na Sec. 113. (Compare o resultado 
com os obtidos nos exercícios 9 e 10, Sec. 95.) 

5. Complete o argumento (Sec. 113), baseado no teorema de Bolzano-Weierstrass, de que 
se uma função f é analítica no interior de e sobre um caminho fechado C, exceto, 
possivelmente, em pólos interiores a C, e se f não se anula em nenhum ponto de C, 
então os pólos e zeros de f interiores a C são em número finito, e a fórmula (1) é válida. 


Cc. SUPERFÍCIES DE RIEMANN 


Uma superfícidi de Riemann é uma generalização do plano-z a uma superfície 
de mais de uma folha tal, que uma função multivalente tenha um só valor 
correspondente a cada ponto sobre essa superfície. Uma vez construída tal 
superfície para uma função multivalente, a função se torna” univalente, sobre 
a mesma, aplicando-se então a teoria das funções univalentes. Complexidades 
devidas à multivalência da função são assim “suavizadas” por um dispositivo 
geométrico. Entretanto, a descrição de tais superfícies e o arranjo de conexões 
apropriadas entre as folhas, podem tornar-se um tanto complicados. Vamos 
limitar nossa atenção a exemplos bastante simples. . 

114. Uma Superfície para a Função logz, A cada ponto distinto da origem 
no plano-z, correspondem infinitos valores da função 


EA o. 
logz = Logr + ið. 


A fim de descrever esta função como função univalente, vamos considerar, 
no lugar do plano-z, uma superfície sobre a qual um novo ponto é representado 
sempre que o argumento do ponto z é aumentado ou diminuído de 27. 

Consideremos o plano-z como sendo uma folha delgada Ro, cortada ao 
longo do semi-eixo-x positivo. Sobre essa folha 9 varia de O a 27. Seja R; uma 
segunda folha, cortada da mesma maneira e colocada defronte da folha Ro. 
A borda inferior do corte em Ro é então colada à borda superior do corte em 
Ri: Sobre R,, o ângulo O varia de 27 a 4r, de modo que quando z representa 
um ponto de R,, a parte imaginária de log z tem um valor entre 27 e 4r. 

Uma terceira folha R, é então cortada ao longo do semi-eixo-x positivo e 
colocada defronte de R,, e a borda inferior do corte em R, é colada à borda 
superior do corte nesta nova folha; e assim analogamente para Ra, Ra, .... 
Uma folha R.,, sobre a qual O varia de O a -2r, é cortada e colocada detrás 
de Ro, com a borda inferior do corte colada à borda superior do corte em Ro; 
analogamente para a folha R.,, etc. As coordenadas r e 9 de um ponto sobre 
qualquer uma dessas folhas podem ser tomadas como as coordenadas polares 
da projeção do ponto sobre o planoz original, com a exceção de que a coorde- 
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nada angular O é restrita a um campo de variação de 27 radianos sobre cada 
folha. A origem é um ponto comum a todas as folhas. 

Consideremos uma curva contínua qualquer sobre esta superfície conexa 
de infinitas folhas, uma curva que náo passa pela origem. Quando o ponto z 
percorre essa curva, os valores da função log z 
variam continuamente, uma vez que 9 varia 
continuamente e a função assume um e um só 
valor para cada ponto da curva, Quando o 
ponto completa uma volta em torno da origem 
na folha Ry ao longo, por exemplo, do caminho 
indicado na Fig. 105, o ângulo varia de O a 27. 
Ao atravessar a reta 0 = 27 o ponto passa para 
a folha R, da superfície. Quando o ponto 
completa um ciclo em R,, o ângulo 8 varia 

Fra. 105 de 27 a 4n e, ao cruzar a reta 8 = 47, o ponto 
passa para a folha R,. 

A superfície descrita acima é uma superfície de Riemann para a função 
logz, uma superfície conexa de infinitas folhas, arranjada de tal modo que esta 
função se torne uma função univalente dos pontos dessa superfície. 

A transformação w = log z estabelece uma correspondência biunívoca entre 
toda essa superfície de Riemann, exceto o ponto de ramificação z = 0, e todo 
o plano-w. A imagem da folha Roéa 
faixa O Sv 527. Quando o ponto z 
passa para a folha R, ao longo do arco y v 
ilustrado na Fig. 106, sua imagem w EN 
atravessa a reta v = 27, como indicado 2zi 
na figura. Or 

Observe que a função w na faixa  `+-”R, FAA 
2w S v < 4r representa o prolonga- Fic. 106 
mento analítico da função analítica uni- 
valente 


Logr + ig (0 <0 < 2r), 


através do semi-eixo-x positivo. Neste sentido, a função w é, não apenas uma 
função univalente de todos os pontos z sobre a superfície de Riemann, mas 
também uma função analítica em todos os pontos, exceto na origem. 

As folhas poderiam ser cortadas ao longo do semi-eixo-x negativo, ou ao 
longo de qualquer semi-reta partindo da origem, e coladas de modo apropriado 
ao longo das aberturas de corte para formarem uma outra superfície de Riemann 
para a função log z. i 


115. Uma Superfície para a Função z"?, A função 


a 
22= Vr (cos $ + isnt) 
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toma dois valores para cada ponto distinto da origem no plano-z. Vamos substituir 
O plano por duas folhas Rọ e Ry, cada uma das quais é cortada ao longo do 
semí-eixo-x positivo, com R, colocada defronte de Ro. A borda inferior do corte 
em Ro é colada à borda superior do corte em R, ea borda inferior do corte em 
R, à borda superior do corte em Ro. As duas folhas cruzam-se portanto no corte. 

Quando o ponto z descreve um circuito contínuo (Fig. 107) em volta da 
origem sobre essa superfície, o ángulo 9 cresce de 0 a 27, e então o ponto passa 
da folha Ry para a folha R 1, Onde 8 cresce de 27 a 47. Se o ponto continua sua 
caminhada, ele volta para a folha Ro, onde os valores de 9 variam de 4r a 67 
ou de O a 27, escolha que não afeta o valor da função z1?, etc, A função é 
univalente sobre esta superfície (a menos de 
certo dispositivo mais artificial necessário para 
distinguir pontos das duas folhas ao longo do 
corte). 4 

A imagem da folha Ro desta superfície 
de Riemann para a função z"? é o semiplano 
superior do plano-w, pois 


w = pet = 4/7 gión, 


Fra. 107 


e 0 0/2 S n sobre Ro. A imagem da folha 
R, é o semiplano inferior do plano-w. Tal como definida sobre uma das folhas, 
a função é o prolongaínento analítico, através do corte, da função definida sobre 
a outra, Neste respeito, a função univalente z"? sobre a superfície de Riemann 
é analítica em todos os pontos, exceto na origem. 
t3? 

116. Superfícies parà Outras Funções Irracionais. Vamos descrever uma 

superfície de Riemann para a função bivalente 


0 102, 


onde z - 1 =r,exp(0,)ez+1=5, exp (i82), como mostra a Fig. 23. Um 
ramo desta função cujo corte de ramo é o segmento P,P, entre os pontos de 
ramificação z = +1, já foi descrito na Sec. 37. Esse ramo é dado pela fórmula (1) 
quando ambos 6, e 0, variam de O a 27. Ele é descontínuo sobre o segmento 
PP. ; 
A superfície de Riemann para a função bivalente (1) deve consistir de duas 
folhas Ro e R;. Sejam ambas as folhas cortadas ao longo do segmento P,P,, e 
seja a borda inferior do corte em Ro colada à borda superior do corte em Ri 
e a borda inferior em R, à borda superior em Ro. As duas folhas da superfície 
“contínua” assim formada cruzam-se ao longo do segmento. Um ponto sobre a 
superfície só pode passar de uma folha para a outra atravessando esse segmento. 

Seja a folha Ro tal que sobre ela cada um dos ângulos 9, e 0, tenha 
valores O, e O, variando de O a 27. Em cada ponto sobre Ro, porém, o valor 


e 
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de ambos os ángulos pode ser aumentado ou diminuído de 27, já que a função 
terá um mesmo valor que antes. Essa mudança em ângulos corresponde a um 
movimento do ponto z partindo da sua posição original ao longo de uma curva 
qualquer envolvendo o segmento P,P, e voltando à posição original. Da mesma 
maneira, o valor de cada um dos 0, e 02 pode ser mudado de +47 se o outro 
ângulo não é alterado, sem alterar o valor de f. Essa mudança corresponde a 
mover O ponto z sobre uma curva, envolvendo um dos pontos de ramificação até 
completar duas voltas. Assim, para cada ponto de Ry os ângulos 9, e 0, têm 
os valores 


0,=0,+2m,, 0, = O, + 2m, (0S 0/£2r, j= 1,2), 


onde os inteiros n} e m (positivos, negativos ou zero) são ambos pares ou 
ambos ímpares, de modo -que'a sua soma é par. 


Se um dos inteiros 1, ou m é par e o outro ímpar, os ângulos 


Y 0,=0,+2m,, 0,=0,+2m, 
„são coordenadas de pontos sobre a folha R¡.0 ponto que tem as coordenadas 
0, = 5/2, 0, = 7/4, por exemplo, está sobre R,. 

A função (1) tem um e um só valor 
para cada ponto da superfície de Riemann, 
consistindo das duas folhas Rg e R,, exceto 
quanto aos pontos do segmento P,P,. Como 
as posições de todos os pontos de Ro podem 
ser descritas com ângulos 9, e 9, variando de 
0 a 27, o argumento (0, + 0,)/2 de fe) 
varia de O a 27. A transformação w = f(z) 
leva a folha Rg em todo o plano-w. A imagem 
da folha R, também é todo o plano-w. 

Como outro exemplo, vamos considerar a função bivalente 


2) ge) = [z(2? - DÊ = Viri", exp ahte) 


(Fig. 108). Os pontos z = 0 e z = +I são pontos de ramificação desta função. 
Observemos que, se o ponto z descreve um circuito que inclui todos os- três 
pontos, o argumento de g(z) varia de 37, e portanto o valor da função é alterado. 
Por conseguinte, um corte de ramo deve emanar de um desses pontos de ramifi- 
cação e ir até o infinito para descrever um ramo univalenté de g. Assim, o ponto 
infinito é um ponto de ramificação, como podemos mostrar também escrevendo 
z = 1/Z e notando que g(1/Z) tem um ponto de ramificação em Z = 0. 

Sejam duas folhas cortadas ao longo. do segmento L; de z = -1 az =0 
e ao longo da parte L, do eixo-x à direita do pontoz = 1. Sobre Ro especifiquemos 
que cada um dos três ángulos 9, 8, e 0, pode variar de O a 27, e sobre R, de 
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2 a 47; além disso, os ângulos correspondentes a um ponto sobre qualquer uma * 
das folhas podem ser aumentados ou diminuídos de múltiplos de 27, de tal modo 
que a soma dos três ângulos varie de um múltiplo de 47, o que não altera o valor 
da função g. 7 ; 

Se colamos as bordas dos cortes ao longo de L, e L, em cruz, isto é, se 
ao longo de L, colamos a borda inferior em Ro à borda superior em R,, etc.; 
de modo que sempre que um porito atravessa L, ou La 0 mesmo passa de uma 
folha para a' outra, forma-se uma superfície de Riemann para a função 8 (0) 
leitor pode verificar, com o auxílio da Fig. 108, que um ramo da função é 
representado por seus valores nos pontos sobre Rọ e o outro ramo nos pontos 
sobre R; e que os valores mudam para os do outro ramo quando e somente 
quando o ponto atravessa Lı ou Ly. 


nam 
+ m 
EXERCICIOS - 
1. Descreva uma superfície de Riemann para a função trivalente 
1 
w= (2-1, 


e diga qual terga parte do plano-w representa a imagem de cada folha da superfície. 

2, Descreva a imagem, sobre uma superfície de Riemann, do círculo |w] = 1 sob a transfor- 
mação w = 21, y Ea 

3. Foi salientado na secção precedente que, embora um e único valor da função 


1 
w= (22 - 1), 


corresponda a cada ponto |? da superfície de Riemann, existem dois pontos Z correspon- 
dentes a cada valor de w, em geral. Mostre numa outra maneira por que isto ocorre. ” 

4 A cada ponto da superfície de Riemann, descrita na secção precedente para a função 
w = g(z), corresponde um e um só valor de w, Mostre que para cada valor de w existem, 
em geral, três pontos sobre a superfície. 

5. Descreva uma superfície de Riemann para a função 

2-1 3 


) 


w=( 


6. Seja C o círculo fz - 2] = 1 sobre a superfície de Riemann descrita na Sec, 115 para 
a função an, onde o semicírculo superior do círculo se encontra na folha Ro e o 
inferior em R4. Note que podemos escrever 

1 


avr op, onde am-5<0 < ar + 


E 
DE 


para todo ponto de C. Mostre por que 


fi =o. 


Generalize este resultado para o caso de outras curvas fechadas que se passam de uma 
folha para a outra sem envolver os pontos de ramificação, e também para outras funções, 
estendendo assim o teorema de Cauchy-Goursat para integrais de funções multivalentes. 
7. Note que a superfície de Riemann descrita na Sec, 116 para a função (z? - 19% é 


também uma superfície de Riemann para a: função w de z definida por qualquer uma das 


SAJANWA - AW- SAIAS 


Es 
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equações 


1 
w =z + (22-172 ik a 
2-10 2=7m+ La 


Se fo designa o ramo de (22 - 1)!2 definido sobre a folha Ro, mostre que os ramos 
Wo e W; de w sobre as duas folhas são dados pelas equações 


Wo = = =z + fo). 


+ No exercício 7, o ramo fp de (z2 - y” pode ser descrito pela equação 


foe) = Vrra exp a exp a 


onde 0, e 0, variam de O a 2m e 


Z~ 1 =r; exp (0,), 2 +1 = r3 exp (i03). 
Como 2z = r exp (i01) + ra exp (102), 7 


mostre que o ramo wọ da função: = 2 
pode ser escrito na forma dd 


Wolz) = 3 (Va exp ad + Vr, exp ay. 


petere, wowo e note queri +n 22e cos (01 ~ 02) È 0, para todo z, para provar 
aus wol & 1, Mostre então que, sob a transformação z = $ (w + 1/w), a folha R 
a superfície de Riemannz é transformada na região |w] > 1, a folha Ry na região 


lwl-S 1 e o corte de ramo entre 
os pontos z = + Í. 
com o exercício 14, Sec, 41). P = a (compare 
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Tabela de Transformações de Regiões 


(Ver Sec. 41) 


Fira, 1. warp, 


Fio. 2, 0223 


ao 
1 + cos $ 


Fia. 3, 0=24B':p= 
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Frio. 9. w = senz, 


Fra. 11. w = senz; BCD: y = k, B'G'D': ( 


u 
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Fra, 14, w= 22% a LA mas VOA DIE 
E az — apa ; 
Ro a LARA VOTADA a) 

ty — Er 


»(4>1 e Ry>1 qua ndo -1<x2<x¡< 0, 


Y; 


Fia. 16. w = ŽI, a 142% 
a =i 


R s 11 V(m — (go — De 
T 2 


x Saxe 0<Ro<1 quando 1<x2< xp. 
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Fra. 16, w =z -+ 1/z 


mea. pos, 


Pio. 17. cw = 2 +4 1/2. 


- $ 1 ku Nº ko y 
Fra, 18. vma +=; von (p) + (525) Ad 


Fia, 19. w = Loi ¿e En ria = 8); z cotg h 5. 


FE 
A A Bi 
/ 
A 
Fra. 20, si: ABC: 22 4 y? — 2y cotgk= 1. 
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Fig.21. w=Log 


Z+1 A é 
251 ; centros de círculos em z = cotgh Cp, raios: cosech Cp(n =1,2). 


"p 


E ME 


| Fra, 22. w =blog E, +Log 2(1 = k) + ir — kLog (z +1) — (1 — k) Log (2 — 1), 
: E 


e m 2k =l, 


ež+1 


g z 
Fig.24. w= cotgh 2 


E 


. w= 


A . 


Fia, 26. w =xi+2 — Logz. 


Fia. 27. w = 2(2 + 1)? + Log 


Log 


eD -1 
G+? +1 


1 + ikt 1+t (Eu 
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1 —ikt 
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* Veja o exercício 4, Sec, 98. 


{k + De — 2% 
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